
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

נושאים במתמטיקה



תוכן העניינים

(ללא ספר) 1. תחשיב הפסוקים  

1 2. לוגיקה

12 3. תורת הקבוצות

26 4. פונקציות

(ללא ספר) 5. פונקציות מפוצלות  

40 6. יחסים

42 7. פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

55 8. מטריצות

85 9. דטרמיננטות

108 10. מרחבים וקטורים

(ללא ספר) 11. אינדוקציה מתמטית  

122 12. מספרים מרוכבים ופתרון משוואות פולינומיאליות



נושאים במתמטיקה
פרק 1 - תחשיב הפסוקים

תוכן העניינים

1. מבוא  י (ללא ספר)

2. הקשרים  י (ללא ספר)

3. טאוטוגיה, סתירה, ומושגים נוספים  י (ללא ספר)

4. קבוצת קשרים שלמה  י (ללא ספר)

5. צורות נורמליות  י (ללא ספר)

6. חוקי דה מורגן  י (ללא ספר)



נושאים במתמטיקה
פרק 2 - לוגיקה

תוכן העניינים

1. לוגיקה י 1
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 לוגיקה

 שאלות 

 ות האמת של הפסוקים הבאים:אאת טבלרשמו  (1

) . א )p q r  

) .ב ) ( )p q r  →  

) . ג )p q r  

) .ד ) ( )p q q r → → 

 

 : לנכונותם(את שלילת הפסוקים הבאים )בלי קשר בטאו  (2

 .דוד יפה או ראובן מכוער . א

 . האוכל חם וטעים .ב

 .xשהוא השורש הריבועי של  ,yקיים  xלכל  . ג

 כל תרנגולת כחולה עוזבת את הלול כדי להטיל ביצים. .ד

 מצוירים.כל פנתר שהוא ורוד משחק בסרטים  .ה

 כל פנתר שהוא ורוד קוראים לו יוסי או שהוא משחק בסרטים מצוירים. .ו

 כל פנתר שהוא ורוד קוראים לו יוסי וגם הוא משחק בסרטים מצוירים. .ז

 לכל נגר קיים אדם שכל רהיטיו יוצרו בידי נגר זה. .ח

 אם יהיה יום יפה וגם יהיה לי מצב רוח טוב אז אצא לטיול.  . ט

 יהיה לי מצב רוח טוב אז אצא לטיול.אם יהיה יום יפה אז אם  .י

 

 ,במקרה שהתשובה חיובית .לו מזוגות הפסוקים הבאים שקולים לוגיתיאבדקו  (3
 .זאת הן בעזרת טבלת אמת והן בעזרת עץ שקרהראו 

) . א )p q →   ( )p q  

) .ב )p q →   ( )p q  

) . ג )p q→    ( )p q  

) .ד ) ( )p q q     ( )p q  

p .ה q   ( ) ( ) ( )( )p q p q     

) .ו )( )( ) ( )( )( )s p r p r q s→    →     p u 

)כי   הראו  .ז )( ) ( ) ( )( )r p q p q r       ,     .בעזרת זהויות יסוד 
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 הקשרים הבאים: את הביעו  (4

קשר הגרירה בעזרת קבוצת הקשרים  . א , . 

בעזרת קבוצת הקשרים  - קשר ה .ב , . 

(  בעזרת קבוצת הקשרים  XOR) - קשר ה . ג ,  . 

בעזרת קבוצת הקשרים  - קשר ה .ד , . 

קשר הגרירה בעזרת קבוצת הקשרים  .ה , . 

בעזרת קבוצת הקשרים  הקשר  .ו , . 

(  בעזרת קבוצת הקשרים  XOR) - קשר ה .ז ,  . 

בעזרת קבוצת הקשרים    - קשר ה .ח , . 

הוכיחו כי הקבוצה  . ט   .היא קבוצת קשרים שלמה 

)קשר טרינארי המוגדר כך:   fנתון  .י ) ( ), ,f x y z x y z= → →. 

הוכיחו כי   f   .היא קבוצת קשרים שלמה 

)הביעו את הקשר  . יא ) ( ), ,f x y z x y z= →  בלבד. באמצעות  →

)באמצעות  הביעו את הקשר  .יב ) ( ), ,f x y z x y z= →  בלבד. →

)נורמלית  -דיסיונקטיבית בסעיפים הבאים רשמו צורה  )DNF צורה ו

)נורמלית  -נקטיביתוקוני )CNF  :של הפסוקים 

p . יג q→ 

) .יד )p q r  

) . טו ) ( )p q r q→ → → 

 

1יהיו  (5 2 3, , ,    :הפסוקים 

( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

3

:

:

:

:

A B D C

B C A

C A D

D B C









 → →

→ 

 

 

 

 :מהטענות הבאות נכונות והוכיחובדקו אלו 

1 . א 2 3, ,    

1אינה נובעת טאוטולוגית מהפסוקים   .ב 2 3, ,  ,  .אך מתיישבת אתם 

1אינה מתיישבת עם הפסוקים    . ג 2 3, ,  ,  .כלומר סותרת אתם 
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 : ללא שימוש בטבלת אמת , כי הפסוקים הבאים הינם טאוטולוגיות הוכיחו  (6

) . א )p p  

) .ב )p p q → 

) . ג ) ( )p q q r→  → 

) .ד )( )p p q q → → 

) .ה ) ( )( ) ( )p q q r p r→  → → → 

) .ו ) ( )( ) ( )( )p r q r p q r→  → →  → 

) .ז ) ( ) ( ) ( )( )( )q p r p q r p  →  →    

) .ח )( ( (~ ))) (((~ ) ) ) ( (~ )) ( ~ )B C A B C D E D A E→    →  → → → 

)- בעזרת טבלת אמת שהוכיחו  . ט ) ( ) ( )( )u v v u→   →   .טאוטולוגיה 

 :(טהוא טאוטולוגיה )מותר להסתמך על סעיף   הבא כי הפסוקהוכיחו  .י

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )u v v u p r q p r q→   →  → →   →   → 

 

בארץ חלם מתקיימת שביתת רופאים במטרה להגדיל את תקציב הבריאות.   (7
 : ניתוח המצבלהלן 

 * אם הרופאים לא יסיימו את השביתה אז הנהלות בתי החולים יתערבו.
 * אם לא תיפגע בריאותם של החולים אז הממשלה לא תגדיל את הקציב.

לים או שבית * אם הנהלות בתי החולים יתערבו אז לא תפגע בריאותם של החו
 המשפט יתערב. 

 * בית המשפט לא יתערב וגם הממשלה לא תגדיל את התקציב.
 מסקנה: הרופאים יסיימו את השביתה. 

 ,הנהלות בתי החולים יתערבו – H, הרופאים יסיימו את השביתה – Dנסמן:  

P – בית המשפט יתערב,  C  – לא תפגע בריאותם של החולים, M –   הממשלה
 תגדיל את התקציב. 

 בעזרת המשתנים המוצעים.  לשפת תחשיב הפסוקים טיעוןהאת הצרינו  . א

 אם הטיעון תקף.  ,ללא שימוש בטבלת אמת ,בדקו .ב
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 .בארץ חלם מתקיימות בחירות (8
 מנתח את המצב:  ,זרובבל, כתבנו לענייני מפלגות

 * אם אבי ייבחר לראשות מפלגת נתיב את דני יפרוש.
 * אם שמעון יציע לדני תפקיד אז דני יפרוש.

* אם בני ייבחר לראשות מפלגת פיתה אז שמעון יציע לדני תפקיד או שאבי  
 ייבחר לראשות מפלגת נתיב. 

 * בני יבחר לראשות מפלגת פיתה. 
 מסיק שדני יפרוש.כתבנו   ,לכן

לראשות מפלגת  בני יבחר  – B ,אבי ייבחר לראשות מפלגת נתיב – Aסמן:  נ
 דני יפרוש. – D ,שמעון יציע לדני תפקיד – C  ,פיתה

 כי המסקנה תקפה.הוכיחו את הטענה לשפת תחשיב הפסוקים והצרינו 

 

 בפרס העתיקה מחליט היזם וייזתא לבנות תיאטרון.  (9
 להקימו בלב העיר. נצטרךשהתיאטרון נגיש לתושבים אז  נרצהאם 
להיות גדול ומרווח כדי   יצטרךהוא  , אזשהתיאטרון יהיה רווחי נרצהאם 

 ,שיכיל הרבה אנשים. אבל אם התיאטרון יהיה גדול ומרווח ויבנה בלב העיר
 זוזים פרסיים. ןמיליו 10אז הוא יעלה 

 .רסייםזוזים פ ןמיליו 10אבל לוייזתא היזם אין 
מסיק כי התיאטרון יוקם במקום לא נגיש לתושבים או שלא וייזתא היזם  ,לכן

 יהיה גדול ומרווח.

 תוך שימוש בסימונים הבאים: ,את ניתוח המצב לשפת הפסוקים מותרג . א

N – נגיש לתושבים, L  – בלב העיר,  Y – יכיל הרבה אנשים, 
G גדול ומרווח, M – ...מחירו יעלה על  ,R – רווחי . 

האם המסקנה  בדקו ואת ההנחות והמסקנה לשפת הפסוקים הצרינו  .ב
 ללא שימוש בטבלת אמת.  ,תקפה

 

,כל אחת מהטענות הבאות )כאשר  יכואו הפרהוכיחו  (10 ,p q r  )פסוקים אטומים: 

) . א )p q p  

) .ב )p q q  

) . ג )p q q→  

p, .ד p q q→  

) .ה ) ( )p q p r p r→  →   

) .ו ) ( )r p q p r p →  →  

) .ז ), , ,A B C B D A C D B→ → →   

) .ח ) ( ) ( ) ( ), , ,A B D D C P P Q C Q A → →  →     

) . ט ( (~ ))) , (((~ ) ) ) , ( (~ )) | ( ~ )B C A B C D E D A E→   → → = → 
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,  ן כינתו (11 ,   .פסוקים לאו דווקא אטומים 
 : כל אחת מהטענות הבאות יכואו הפרהוכיחו 

סתירה וגם  אם  . א   ,  אז . 

טאוטולוגיה וגם   אם  .ב   ,   אז  . 

אם  . ג   ,  אז( ) ( )( )     . 

)אם  .ד ) ( )( )     ,  אז   . 

אם  .ה   ,  אז( ) ( )( )     . 

)אם  .ו ) ( )( )     ,  אז   . 

)אם  .ז )   )אז  ,→ )  → . 

)אם  .ח )  → ,  אז( )   →. 

אם  . ט   ,  אז( ) ( )     . 

)אם  .י ) ( )     ,  אז   . 

אם  . יא  = ,אז  ,→  =. 

אם  .יב  = אז  ,→   =. 

 

נגדיר את הקבוצה  ,פסוק אטומי או מורכב ,עבור   (12 F   = . 

 .היא קבוצת כל הפסוקים שנובעים טאוטולוגית מהפסוק   F ,כלומר

כי  הוכיחו     אם ורק אם F F =. 

 

את שלילתה ללא  רשמו האם היא נכונה ו ולכל אחת מהטענות הבאות קבע (13
ובמקרה שהטענה   ,זאת והשלילה. במקרה שהטענה נכונה נמקשימוש בקשר 
 דוגמה נגדית.  ואיאינה נכונה הב

) . א )( )x y x y     

) .ב )( )x y x y     

) . ג ) ( ),x y x y z x y z   →   + 

) .ד ) ( )( )10
n

x x n x   →    

) .ה )( )0x x y z xz y   →    = 

) .ו )( )1x x y z xz y   →    = 

) .ז )( )0 1x x y xy   →    

) .ח ) 1
2

5 4x y xy x x y y    =  +  →  

) . ט ) ( )( )( )0x x y n nx y   →     
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  ,שלילה של כל טענהה רשמו את , ו כל אחת מהטענות הבאותיכו או הפרהוכיחו  (14
עולם  גימובמקרה של הפרכה הד. מופיע רק לצד פרדיקטים כאשר הקשר  

 מדוע הטענה לא מתקיימת.  ור יוהסב ,דיון מתאים עבורו הטענה לא מתקיימת

) . א ) ( )x P x x P x → 

) .ב ) ( )x P x x P x → 

) . ג ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x x P x xQ x  →   

) .ד ) ( )( ) ( ) ( )( )( )x P x xQ x x P x Q x  →   

) .ה ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x x P x xQ x  →   

) .ו ) ( )( ) ( ) ( )( )( )x P x xQ x x P x Q x  →   

) .ז ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x x P x xQ x  →   

) .ח ) ( )( ) ( ) ( )( )( )x P x xQ x x P x Q x  →   

) . ט ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x x P x xQ x  →   

) .י ) ( )( ) ( ) ( )( )( )x P x xQ x x P x Q x  →   

 

 נסמן, בעולם הדיון  (15

( )

( )

( )

( )

2

2

: 8 15 0

:

: 0

: 2 2 0

P x x x

Q x x is odd

R x x

L x x x

− + =



+ + =

. 

 : כל אחת מהטענות הבאות יכואו הפרהוכיחו 

) . א ) ( )x P x Q x →   

) .ב ) ( )x Q x P x →   

) . ג ) ( )x P x Q x →   

) .ד ) ( )x Q x P x →   

) .ה ) ( )x L x Q x →   

) .ו ) ( )x L x Q x →   

) .ז ) ( )x R x P x →   

) .ח ) ( )( )x Q x P x  → 

) . ט ) ( )( ) ( )x P x Q x R x   →  

) .י ) ( ) ( )( )x P x Q x R x  →   

) . יא ) ( ) ( )( )x P x Q x R x  →   
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,משתנים  הנפנה עתה למספר שאלות בהצרנות. מותר להשתמש בסימני  ,x y z, 

,קבוצה הסימני  , , , , , ,A B C, פרדיקטים ה ,סוגריים, קשרים, כמתים

( ), , , , , , , , , , , , ,   →      =   , נוספים הנתונים בגף השאלה. וכן סימנים 

 .ואין להשתמש בסימן  אסור להשתמש בקשר השלילהשימו לב: 

 

 : כל אחת מהטענות הבאותהצרינו  (16

 .(שאין מספר ראשון מיד אחריו)כלומר,  מידילכל מספר ממשי אין עוקב  . א

 (.להשתמש בסימן מותר )אין קבוצה שמכילה את כל הקבוצות  .ב

 לכל מספר שאינו ראשוני יש לפחות שני מחלקים שונים. . ג
 (-בעבור קבוצת המספרים הראשוניים ו P- מותר להשתמש ב)

 .אבל צריך להצרין( ,אין מחלקים )ברור שאין למספר הטבעי הכי גדול .ד

 לא כל מספר טבעי הוא ראשוני.  .ה

 כל קבוצה אינה שקולה לקבוצת החזקה שלה.  .ו

 לכל שני מספרים טבעיים שונים יש מחלק משותף. .ז

 בכל קבוצה בת לפחות שלושה איברים שונים אין איבר מקסימלי.  .ח

 .ים יש איבר מינימליילא בכל תת קבוצה של ממש . ט

f:נקציהתהי פו .י X Y→. 

)נגדיר את הפונקציה ) ( ):G P X P Y→   כך: ( ) ( ) G B x X f x B=  . 

 ח.ח.ע.  Gעל אז  fאת הטענה: אם נו הצרי
 רק בסימנים הבאים: ו השתמש

,משתנים הסימני  , ,x y B C , קבוצות הסימני,X Y,  פונקציה הסימןf , 
 .סוגריים, קשרים, כמתים ופרדיקטים

יש להשתמש בהגדרותיהם  .P-ו G בסימנים אסור להשתמששימו לב: 
 כדי להחליפם בסימנים אחרים. 

לכל מספר ממשי יש לכל היותר שני מספרים ממשיים שונים זה מזה  . יא
 שריבועם שווה לו.

f:הצרינו את הטענה: לכל פונקציה   .יב A B→  לכל פונקציה ו:g B A→, 

Agאם  f Id=,  אזf  .היא על 

1משתנים הסימני  :מותר להשתמש בסימנים הבאים ורק בהם 2, ,x x  ,

,קשרים  , ,→    ,  והסימנים( ), , , , , , , ,B AA B f g  . 

 .-וב Ad-אסור להשתמש ב :למען הסר ספק 
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מספר ראשוני הוא מספר טבעי גדול מאחד שמחלקיו היחידים הם הוא  . יג
 הטענה הבאה:  ת. הצרינו א1- עצמו ו

לכל מספר טבעי, בתחום שבין המספר עצמו לפעמיים המספר ) כולל 
 קצוות ( יש לפחות מספר ראשוני אחד.

1משתנים  המותר להשתמש אך ורק בסימנים הבאים: סימני  2, ,x x ,

,קשרים ה , ,     והסימנים( ), , , , , , ,1, 2,3, , ,|    = . 

 פירושו מחלק.  |  הסימן

יש לכל היותר שני מספרים   Aהצרינו את הטענה הבאה: בקבוצה  .יד
 טבעיים. 

,משתנים ההשתמשו רק בסימנים הבאים: סימני  ,x y z , קבוצות  הסימני

,A וכן סוגריים, קשרים, כמתים, ופרדיקטים . 

Aלא תמיד נכון שאם  :הצרינו את הטענה . טו B  אזA B . 
A,קבוצות  ה מותר להשתמש רק בסימנים הבאים: סימני  B   מותר לצרף(

 . סוגריים, קשרים, כמתים, ופרדיקטים, אותם לקבוצה בחזקת קבוצה(
 . אין להשתמש בקשר השלילה

הצרינו את הטענה הבאה: קבוצת הפונקציות החח"ע מהממשיים  . טז
 ריקה.לטבעיים אינה 

x,משתנים ההשתמשו רק בסימנים הבאים: סימני  y,  קבוצות  הסימני

f,פונקציות  הסימני   ,רופי חזקות שלהן(י)וצ , g,  ,סוגריים, קשרים

)וכמתים:   )  , , , , , , , , , , , ,    →    =. 

שוויון ממשי )קטן או שווה( במספר ממשי -הצרינו את כלל הכפל של אי .יז
 שונה מאפס.

1משתנים  המותר להשתמש אך ורק בסימנים הבאים: סימני  2, ,x x ,

,קשרים ה , ,      והסימנים( ), , , , , , 0  . 

3.14דוגמה לכלל הזה היא: מאי השוויון   (י כפל במינוס חציל יד)ע 
0.5לקבל את אי השוויון   1.57−  −. 

 

נתונה הקבוצה  (17  ( )( ) 3x y y t t y x      → 
 

. 

אותה בצורה  בו כת .....x ,כך שבאגף ימין לא יופיע אף משתנה חוץ מ -x. 

 

במדויק את הקבוצה:  ותאר (18

( ) ( )   2 2 1A x y x y x x x=    = →  −  . 
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)גוררת טאוטולוגית את המסקנה  A כי ההנחההוכיחו  (19 )A , 

 בעזרת כללי ההיסק הבאים: 

1. p p → 

2. p q p → 

3. ( ),p q p q p→ →   

 

   Aאת המסקנה שההנחות הבאות גוררות טאוטולוגית   הוכיחו (20

( )

B D

C B

D A C

B



→

→ 



 

 מותר להשתמש רק בכללי ההיסק הבאים: 

,

,

,

P Q P

P Q P

P Q Q

P Q Q R P R

P P Q Q

P P Q Q

P P

P Q Q P

 

 

 

→ →  →

→ 

  



→  →

 

 

 הוכיחו: (21

m,אם  . א n אז מספרים עוקבים ,m n+ זוגי-אי . 

m,אם  .ב n אזמספרים עוקבים , mn זוגי. 

m,אם  . ג n אז זוגיים -מספרים אי ,m n+ זוגי. 

m,קיימים , אז זוגי -אי nאם  .ד k2-, כך ש 2m k n− =. 

m,ו חפשרמז:  k  .עוקבים 

,אם  .ה ,a b c  וגם|a b  וגם|a c אז ,|a b c+. 
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 הוכיחו: (22

 קיימים אינסוף מספרים ראשוניים )נסו בצורה ישירה ועל דרך השלילה(. . א

x,קיימים   .ב yכך ש ,-yx . 

 יש אינסוף שלשות פיתגוריות.  . ג

2כלומר, יש אינסוף פתרונות בשלמים למשוואה  2 2x y z+ =. 

מספרים טבעיים עוקבים, שאף אחד מהם  nקיים רצף של  nלכל  .ד
 אינו ראשוני.

 

 דרך השלילה: בהוכיחו  (23

 ל.שלא קיים טבעי הכי גדו . א

 שלכל מספר טבעי קיים מספר טבעי גדול ממנו.  .ב

 2 . ג

p,שלא קיימים  .ד t, כך ש-p t− . 

p,שלא קיימים  .ה r  p-כך ש ,− r+ . 

יים  קשלא  .ו | 0q x x  , כך ש- min | 0q x x=  . 

שלכל  .ז | 0q x x    מתקיים min | 0q x x  . 

 

 :זיציהפו-בקונטרההוכיחו  (24

 .וגיז n , אזוגיז  2n-, כך שnאם  . א

m,אם  .ב n ש ספרים, כךמ -m אז  ,זוגיn או  זוגיm יזוג. 

m,אם  . ג n ספרים, כך שמ -m  אז   ,זוגי-איn וגם זוגי-אי  m יזוג-אי . 

x,אם  .ד y, כך ש-x y+  רציונלי, אז לפחות אחד מהמספרים  -אי,x y 
 רציונלי.-ו איה

A,אם  .ה B בוצות וק-x בר, כך שמתקיים  יאx A B ,  אזx A  או

x B. 

A,אם  .ו B בוצות וק-x בר, כך שמתקיים  יאx A B ,  אזx A וגם  

x B. 

A,אם  .ז B בוצות וק-x בר, כך שמתקיים  יאx A, אז x A B . 

)אם  .ח ) ( )A B C A B C− −  − A, אז − C =. 

)אם  . ט )A B C A B −  ), אז − )A C B−  =. 

)אם  .י ) ( ) ( )P A B P A P B =  אז ,( ) ( )A B B A  . 
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 ל הסעיפים הבאים:ענו ע (25

 ,3- א מתחלק בל z-, כך שzתוך הפרדה למקרים, שאם הוכיחו,  . א

)אז  )2 1mod 3z =. 

 חו או הפריכו:הוכי .ב

 .4- לא מתחלק ב 2z אז ,4-א מתחלק בל  z-, כך שzאם 

 

 דרך השלילה: בהוכיחו  (26

)-, כך שnאם  . א )mod 3 2n  .מספר טבעי אף א ריבוע שלל ואה n, אז =

)אם  .ב ) ( )A C C B A B−  −   אז ,A B. 

)אם  . ג ) ( )C A B C A B−  −  B, אז − A. 
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נושאים במתמטיקה
פרק 3 - תורת הקבוצות

תוכן העניינים

1. מבוא לתורת הקבוצות. י 12

2. פעולות על קבוצות י 13

3. דיאגרמת ון י 15

4. קריאת קבוצות י 17

5. שאלות הוכחה י 19

6. דרך השלילה י 21

7. קבוצת חזקה י 22

8. מכפלה קרטזית י 24

11

11



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

 תורת הקבוצות ל מבוא

 שאלות 

, ים,המתא  ןאת הסימ -ב מולגבי כל אחד והממדים הבאים רש (1 , , ,   . 

 ו. נמק ,אם התשובה היא  תיתכן יותר מתשובה אחת.שימו לב ש

 . א  1   ב.     1    ג .    8, 1,2,8  

 .ד    ה.  ,    

 .ו     2    ז.      2     

 .ח       2 ,    ט .        2 , 2    

 .י        2 , ,     יא .       

 .יב        יג .     1, 2 1, 2 

1 .יד  טו .  1  

 . טז 1  יז.    1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

,   .ב    .א (1 ,   ג. ,   ד.  , ,   ה. , ,  

, .ו     ז. , ,    ח. , ,  ט. , ,   י. ,     

, .יא ,   יב.  ,   יג. ,   יד.  ,  טו. , ,    

, .יז      .טז  
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 פעולות על קבוצות 

 שאלות 

  עבור (1     1, 2,3 , 3, 4,5 , 1, 4,6A B C= =  את הקבוצות הבאות:  וחשב, =

) .א ) \A C B 

) .ב )A B C  

) .ג )A B C  

) .ד )P A 

C\ .ה A 
 

עבור   (2     1, 2,3 , 3, 4,5 , 1, 4,6A B C= = = : 

Bהאם  .א C? 

האם  .ב 1 B? 

האם  .ג 1 A? 

האם  .ד  ( )1 P A? 

האם  .ה  ( )1 P A? 

האם  .ו   ( )1 P A? 

האם  .ז   ( )1 , P A ? 

 

עבור (3    1, 3, , , 4,A B=   = , ו חשב: 

A .א B 

A .ב B 

A .ג B− 

B .ד A− 

A .ה B 
  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1 1, ב.    2,6 1,3, ג.   4,6 1,3   .ד( )2 P A 

 . ד. כן  .ג. כן    .ב. לא   . א. לא (2
 . ז. כן   . ו. כן   . ה. לא

א.  (3  1, 3,* , , 4   .ב    .ג  1, ד.   *,3 4 

)ה.  ) ( )\ \A B B A 
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 ןדיאגרמת ו

 שאלות 

 ן.דיאגרמת ושלהלן באיור  (1
 
 
 
 
 
 
 

 את השטח המתאר את הקבוצות הבאות:  וקווקו

) . א )A B C− ) .ב − )A B C− − 

cA . ג B ד. ( ) ( )c cA B C A   

) .ה )A B C  ו. ( )A B C  

) .ז )A B C  ח. ( )A B C  
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 תשובות סופיות 

 ג.     ב.       א.    (1
 
 
 
 
 

 ו.       ה.         ד.   
 
 
 
 
 

 ח.     ז.   

1
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 קריאת קבוצות 

 שאלות 

  עבור (1 1,  דרכים את הקבוצות הבאות:בשתי  מורש ,=...,2,3

, קבוצת המספרים טבעיים האי זוגיים . א 1,3,5,...odd =. 

  ,קבוצת כל הטבעיים שיש להם שורש ריבועי .ב 1, 4,9,16, 25,36, 49,...A =. 

 , קבוצת כל הטבעיים שאין להם שורש ריבועי . ג

 2,3,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,17,18,...B =. 

 ,קבוצת כל השורשים של מספרים טבעיים .ד

 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...C =. 

 ,2קבוצת כל החזקות של  .ה

   1 2 32 ,2 ,2 ,... 2,4,8,16,32,...D = =. 

 

  עבור (2 1,  את הקבוצות הבאות:  וחשב ,=...,2,3

 . א 3 1C n n= −  

 .ב 22 41K x x x=   →  

 . ג 7 20C x x x=   →  

 .ד   3 1 3 1C n n n n n= −    = −  

 .ה 28 67C x x x=   →  
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 תשובות סופיות 

:  1א. דרך  (1
1

2

n
n
 + 

  
 

  :2, דרך  2 1n n− . 

:  1ב. דרך  n n  2, דרך:   2n n. 

:  1ג. דרך  n n  2, דרך:   2 n n k n k   . 

  :2ד. דרך  n n . 

:  1ה. דרך   2kn k n     :2, דרך = 2n n. 

 א. (2 2,5,8,11,14,17,20,...C = 

ב.   2, 3, 4, 5, 6,...−      

 ג. 20, 21,22, 23,...− 

ד.   2,11, 26,74,107,146,... 

ה.  9,10,11,12,...− 

1
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 שאלות הוכחה 

 שאלות 

 .1בשאלה כפי שמתואר  יש לפעול שאלות הפרק כל אחת מב

A, תהיינה (1 Bקבוצות.  
 נימוק קצר מדוע., ציינו זאת ותנו אם הטענה נכונה

 דוגמה נגדית.  נוותציינו זאת,  ,אם הטענה אינה נכונה
יש פרטים  הנגדית האם בדוגמה ובדק  ;מינימליתערך רב יותר לדוגמה יש 

 אותם.  ורימיותרים והס
בה נשתמש ש ,טענה יב את במיוחדו ן,להוכיח ונס ,נכונות כא-יבטענות  םא

 . יותר מאוחר להוכחת תכונות של קבוצת חזקה

xאם  . א A אז ,x A B . 

xאם  .ב A B , אז x A. 

xאם  . ג Aאז , x A B . 

xאם  .ד A B , אז x A. 

x אם .ה A, אז x A B −. 

x אם .ו A B x , אז− A. 

x אם .ז B, אז x A B −. 

xאם  .ח A B x , אז− B. 

x . ט A x A B   − 

x .י B x A B   − 

x  :ימוהשל . יא A B  −_____ . 

) .יב )A B A C A B C      

) . יג )A B A C A B C      

Aאם  .יד A B= אז , A B. 

Aאם  . טו A B= אז , B A. 

Aאם  . טז A B=  ,אז A B. 

Aאם  .יז A B=  ,אז B A. 

Aאם  .יח B אז ,A A B= . 

Bאם  . יט A אז ,A A B= . 

Aאם  .כ B , אזA A B= . 

Bאם  .כא A , אזA A B= . 
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, תהיינה (2 ,A B C קבוצות . 
 : הטענות הבאות את יכואו הפר וחיהוכ

Aאם  . א A B= B, אז − =. 

Aאם  .ב A B= A, אז − B =. 

Aאם  . ג A B=  אז ,A B B =. 

Bאם  .ד A B=  אז ,A B B =. 

Aאם  .ה B A A, אז = A B= . 

Aאם  .ו B B A, אז = A B= . 

Aאם  .ז B A C =  וגם A B A C =  אז B C=. 

) .ח ) ( )A B C A B C − =  − 

) . ט ) ( ) ( )A B C A B A C − =  −  

) .י ) ( )A B C A B C  =   

) . יא \ ) \ \ ( )A B C A B C=  

) .יב ) ( ) ( )A B C A B A C  =    

) . יג ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D−  − =  −  

 את השגויה:  יכואת הנכונה והפר וחיהוכ .שתי טענות הלןל .יד
1 .A B C A B C     
2 .A B C A B C     

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ה. נכונה. ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  ב. נכונה.   א. לא נכונה.  (1
 י. לא נכונה. ט. לא נכונה.  ח. לא נכונה.  ז. נכונה.   ו. לא נכונה. 

x  יא.  B V x A     .יד. לא נכונה. יג. לא נכונה.  יב. נכונה 
 יט. נכונה. . לא נכונה. יח יז. לא נכונה.  טז. נכונה.  טו. נכונה. 
 כא. לא נכונה. כ. נכונה.  

 ה. לא נכונה. ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  לא נכונה.ב.  א. לא נכונה.  (2
 י. לא נכונה. ט. לא נכונה.  ח. לא נכונה.  ז. נכונה.   ו. נכונה.  

 לא נכונה.. 2 נכונה.  . 1יד. יג. נכונה.  יב. נכונה.   יא. נכונה. 
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 דרך השלילה

 שאלות 

 ,אז  ,כל אחת מהטענות הבאות בדרך השלילה. במקום הטענה אם   וחיהוכ

 .אז   ,אם נוכיח 

 ולכל הנובע ממנה מתייחסים כנתון.   יש לזכור תמיד שלהנחת השלילה

)אם  (1 ) ( )A B C A B C− −  − Aאז , − C =  

)אם  (2 ) ( )A C C B A B−  −   , אזA B. 

) אם (3 )A B C A B −  ) אז ,− )A C B−  =. 

)אם  (4 ) ( )C A B C A B−  −  Bאז  ,− A. 

Aאם   (5 A B   וגםB C B C− = ,  אזA C =. 

Aאם  (6 A B   וגםB C B C− = ,    אזA C =. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה. (1

 הוכחה. (2

 הוכחה. (3

 הוכחה. (4

 הוכחה. (5

 הוכחה. (6
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 קבוצת חזקה 

 שאלות 

עבור   (1            3, , 3 , 4, , 3, 3 , ,3A B C=  =  =  

 הבאות: את הקבוצות רשמו 

)את  . א )P C, ( )P B  ואת( )P A. 

) .ב )P A B, ( )P A A,( )P C C  ואת( )C P C−. 

 

עבור הקבוצות  (2    , , 1,A B=   = , 

)את  רשמו  . א )P A   ואת( )P B. 

)את  רשמו  .ב ) ( )P A P B−   ואת( ) ( )P B P A−. 

) . ג )P A A−  ואת( )  P A A−. 

 

)את  רשמו  (3 )P את ,  ( )( )P P   ואת( )( )( )P P P . 

 

 :יכואו הפרהוכיחו שתי קבוצות.  A,Bתהיינה  (4

) . א ) ( ) ( )P A B P A P B =  

) .ב ) ( ) ( )P A P B P A B   

) . ג ) ( ) ( )P A B P A P B =  

) .ד )P A A   

) .ה )P A A = 

)שמקיימת  Aלקבוצה  הדוגמ נות .ו ) ( )( )A P A P P A  . 

אם  .ז  ( )A P B,  אז( ) ( )P A P B. 

 
 : בדרך השלילההוכיחו את שתי הטענות הבאות 

)אם  .ח ) ( )P A P A B Aאז  ,− B =. 

) אם . ט ) ( ) ( )P A B P A P B = ,  אז( ) ( )A B B A    .)שאלה קשה( 

 

,תהיינה  (5 ,A B C  נתון ו ,קבוצות כלשהן( ) ( ) ( )  P B P A P B− = − .  

Bכי  הוכיחו  A B− =. 
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 )         , 3 , , 3,P A =   , ( )            , 3 , 4, , 3 , 4,P B =   , 

( )                         , 3 , 3 , ,3 , 3, 3 , 3, ,3 , 3 , ,3 , 3, 3 , ,3P C =     .  

)ב.   )   3P A B =, ( )P A A =, ( )   3P C C =, ( )   3, ,3C P C− = . 

)א.  (2 )         , , ,P A =     , ( )       , 1 , , 1,P B =   . 

)ב.   ) ( )       , ,P A P B− =   , ( ) ( )     1 , 1,P B P A− = . 

)ג.  )       , ,P A A− =   , ( )        , ,P A A− =    . 

3) ( )  P  = , ( )( )   ,P P  =  ,  ( )( )( )         , , , ,P P P  =      . 

 ה. לא נכונה.  ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  ב. נכונה.   א. לא נכונה.  (4
 הוכחה.ט.  ח. הוכחה.   ז. נכונה. סרטון.  וו. רא

 הוכחה. (5
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 מכפלה קרטזית

 שאלות 

,תהיינה  (1 ,A B Cוחיקבוצות. הוכ: 

) . א ) ( )A B A A B B=   =  

) .ב ) ( ) ( )( ) ( )B A A B A B B A=  =  =   =  

,קבוצות  ארבעכי לכל  וחיהוכ . ג , ,A B C D מתקיים 

( ) ( ) ( )A B C A C B C  =    

) אם .ד ) ( ) ( )( )A A B B C C   = ,  אז 

( ) ( )( ) ( )( )B A A B A B C     . 

,קבוצות ארבע כי לכל  וחיהוכ .ה , ,A B C D מתקיים 

( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D   =    

 

 הוכיחו או הפריכו: (2
A,תהיינה  B  שתי קבוצות כלשהן ותהיS A B . 

Cאז קיימות  A ו-D B ,כך ש-S C D= . 

 

 :הוכיחו או הפריכו (3

A,קיימות שתי קבוצות  B, 24-כך שA B 5Aוגם  = B על  )סימן  =

 קבוצה מסמן את מספר אבריה(.

 

 :הוכיחו או הפריכו (4

,לכל שלוש קבוצות  ,A B C מתקיים ( ) ( ) ( )A B C A B A C  =   . 

 

,שלוש קבוצות  ימוהדג (5 ,A B C, כך ש-( )( ) ( )( )A B C A B C      . 

  

1
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 תשובות סופיות 

 ה. הוכחה. ד. הוכחה.   ג. הוכחה.  ב. הוכחה.   א. הוכחה.  (1

 לא נכונה. (2

 לא נכונה. (3

 נכונה. (4

 סרטון.  ורא (5

1

פרק 3תורת הקבוצות
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נושאים במתמטיקה
פרק 4 - פונקציות

תוכן העניינים

1. מבוא והגדרות ראשונות י 26

2. תמונה של קבוצה י 31

3. הרכבת פונקציות י 35
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 בוא לפונקציות: מ

 :שאלות

 בכל אחד מהאיורים הבאים זהה את   (1
 האפשרות  התחום ואת הטווח ובחר את 

 : המתאימה

 זו אינה פונקציה.  .א

 זו פונקציה חח"ע שאינה על.  .ב

 זו פונקציה על שאינה חח"ע.  .ג

 זו פונקציה שאינה חח"ע ואינה על.  .ה

 זו פונקציה שהיא גם חח"ע וגם על.  .ו

 

 

 

 

 

g:  עבור הפונקציה (2 )מוגדרת ע"י   → )g x x=      ערך שלם תחתון של(x) . 

 חשב את: 

) .א ) ( ),g g − 

) .ב )Im g   

 . -7- מצא מקור ל .ג

 . -7- המקורות ל מצא את כל  .ד

 האם כל איבר בטווח הוא גם תמונה?  .ה
 

 כל אחת מהפונקציות הבאות, קבע האם היא חח"ע? האם על?  עבור  (3
 הוכח טענותיך. 

AI:פונקציית הזהות   .א A A→   המוגדרת ע"י( )AI x x=. 

1 .ב :h )  מוגדרת ע"י → )1 2 1h x x= +.  

2 .ג :h )מוגדרת ע"י   → )g x x=      ערך שלם תחתון של(x) . 

3 .ד :h  )מוגדרת ע"י   → )3h x,y x y= −. 

4 .ה : ( ) ( ) ( )h P P P )מוגדרת ע"י   → )4 ,h A B A B=    4וחשב אתImh. 

) .ו ) ( )1 : 0, 0,2f  )מוגדרת ע"י    → )1

2

3

x
f x

x
=

+
. 

 

1
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) .ז ) ( )2 : 0, 0,f  →     מוגדרת ע"י( )2

1
f x x

x
= +. 

) .ח )3 : 0,f  )גדרת ע"י   מו → )3

1
f x x

x
= −. 

) .ט ) ( )4 :f P P→ גדרת ע"י   מו( )4f X X= . 

) .י ) ( )5 :f P P→ גדרת ע"י   מו( )5f X X= . 

)  . יא ) ( )6 :f P P→ גדרת ע"ימו    ( )6f X X= . 

7 . יב :f )   גדרת ע"ימו → )7f n thesumof thedigitsof n=. 

8 . יג :f  )מוגדרת ע"י   → )8 , 3 2f x y x y= +. 

9 . יד :f  )מוגדרת ע"י   → ) ( )1

9 , 2 2 1nf n k k−= −. 

h:  . טו )   מוגדרת ע"י → )
                  

2 2

3      3      

even even

odd

n n
n n

h n

n n n else

 
  

= = 
 +  +

.  

   

 אם הפונקציות הבאות חח"ע, על וחשב את תמונתן: בדוק  (4

9 .א :f )מוגדרת ע"י    → )9

4
2

2 1

n
n

f x

n else




= 
 +

9Im  וחשב את  f. 

10 .ב :f )  מוגדרת ע"י  → )10

3 1 2

3 2

x x
f x

x x

− 
= 

− 
10Imוחשב את    f.  

11 .ג :f )  מוגדרת ע"י  → )11

1 1

1 3
1

2 2

x x

f x
x x

+ 


= 
+ 



.    

 

,תהיינה   (5 :f g A A→  :פונקציה. הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות 

)- אם לכל איבר ב .א )Im f   יש מקור יחיד אזf  .חח""ע 

)- אם לכל איבר ב .ב )Im f   יש מקור יחיד אזf .על 

)- אם לכל איבר ב .ג )Im f   יש מקור יחיד אזf  .אינה קבועה 

)- אם יש איבר ב  .ד )Im f ללא מקור אז  f  .על 

)אם  .ה ) ( )Im f Im g   הכלה ממש(  אז(f  .אינה על 

)אם  .ו ) ( )Im f Im g   הכלה ממש(  אז(g  .אינה על 

)אם  .ז ) ( )Im f Im g=   אזf g=. 

D,לכל   .ח D A    קיימת:f A A→ כך ש -( )Im f D=. 

 

1

פרק 4פונקציות

27

27



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©   054-7599493: טל פלדמן – שיעורים פרטיים ליחידים וקבוצות 
 

:   נתונה (6 oddg    פונקציה לא ידועה.  →

h:  נגדיר )   באופן הבא:  → )
( )

         
2

    

even

odd

n
n

h n

g n n




= 
 

,     

):   למשל )34 17h =  ,( ) ( )35 35h g=   .שהוא מספר טבעי לא ידוע 

    אינה חח"ע. hהוכח כי  

מצא אינסוף מספרים טבעיים שונים   
1n n

x


=
iכך שלכל    j   מתקיים( ) ( )i jh x h x=. 

 

)נגדיר   (7 )( ) ( ):F P P )באופן הבא:   → )( ) ( ) ,F f A x y A f y x=    =. 

)עבור   .א )  2 , 2,3,4,5,17,18g x x A= ), חשב:  = )( ),F g A. 

 חח"ע והאם על.  fבדוק האם   .ב

)מצא את   .ג )Im F .    

 

)נגדיר   (8 ):G P→   :באופן הבא( ) ( ) G f f   =    =. 

)חשב   .א )G f   עבורf I=   עבור   פונקציית הזהות 

)הפונקציה    )
1

4

evenn
f n

else





 . 3ועבור הפונקציה הקבועה   

)חח"ע והאם על ומצא את   Gבדוק האם   .ב )Im G. 

 

פונקציה  נגדיר  (9     ( )0 1 0 1 0 1F P→ : , , באופן הבא:  ,

( ) ( ) ( )( ) , 1F g g n g n n= +  .  הוכח כיF אינה על . 

 

)נגדיר   (10 ):F P→   :באופן הבא( ) ( ) 1F f n f x=  =.  

 . אינה חח"ע F  הוכח כי 
 

פונקציה  נגדיר  (11  ( ): 0,1,2F P→  :באופן הבא( ) ( ) 0F f n f n=  =.     

 חח"ע ועל.  Fקבע האם  
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)תהי   (12 )evenP שמספר אבריהן זוגי.     קבוצת כל תת הקבוצות של 

)ותהי   )oddP  שמספר אבריהן אי זוגי.   קבוצת כל התת הקבוצות של 

לדוגמה    ( )   ( )1,3 , 1,3even oddP P    ולעומת זאת ,

  ( )   ( )2,4,6 , 2,4,6even oddP P   לכל קבוצה .A   סופית של טבעיים נסמן 

)-ב )max A את המספר הגדול ביותר ב -A וב -( )max 0 =.  

)הוכיחו כי הפונקציה   ) ( ): even oddf P P→ המוגדרת על ידי ( ) ( )maxf A A A=    

 . היא חח"ע אך אינה על
 

)נגדיר   (13 ):H P )באופן הבא:    → ), Im ImH f g f g=  . 

 חח"ע ועל.  fבדוק אם  

 

 שחובה להכיר:פונקציות 

 אחד מהסעיפים הבאים מצא פונקציה כנדרש:בכל  (14

)מצא  .א ) ( ): 0,1 1,f →   .שהיא חח"ע ועל 

)השתמש בפונקציה שמצאת בסעיף קודם כדי למצוא   .ב ) ( ): 0,1 0,f →  

 שהיא חח"ע ועל. 

מצא  .ג )  ): 2,5 1,7f  שהיא חח"ע ועל.  →

,עבור   .ד , ,a b c d   מספרים נתונים מצא   : , ,f a b c d→  .שהיא חח"ע ועל 

מצא  .ה )    : 1,3 4,8 0,1f   שהיא חח"ע ועל.  →

f:פונקציה  מצא  .ו g:מצא גם  שהיא חח"ע ועל.  → שהיא היפוך   →

f:החיצים לפונקציה    שמצאת. →

f:פונקציה  מצא  .ז   שהיא חח"ע ועל.  →

f:מצא פונקציה   .ח    שהיא חח"ע.  →

g:מצא  .ט →    )שהיא על. )רמז: סעיף קודם 

פונקציה  מצא  .י
7

:f     f:7)כלומר   →  ( שהיא חח"ע. →

פונקציה  מצא  . יא )  ): 0,1 0,f  →     .שהיא חח"ע ועל 

מצא גם   )  ): 0, 0,1g  →  .שהיא היפוך החיצים לפונקציה  שמצאת 

)פונקציה  מצא  . יב  ( ): 0,1 0,1f  שהיא חח"ע ועל.  →

מצא  . יג )  )  ): 0,1 0,1 0,1F   חח"ע ועל.  →

מצא פונקציה   . יד : 0,1f   שהיא חח"ע ועל.    →

מצא גם   : 0,1g →  .שהיא היפוך החיצים לפונקציה שמצאת 

1
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)מצא  . טו ): 1,1f →  שהיא חח"ע ועל.  −

מצא  .טז  ( ): 0,1
A

F P A→   חח"ע ועל. הוכח כי הפונקציה שמצאת היא אכן

 . חח"ע ועל

מצא  .יז     : 0,1 0,1 0,1
even odd

F   שהיא חח"ע ועל.  →

מצא  . יח ( )  
2

: 0,1 0,1,2,3F כלומר   →     : 0,1 0,1 0,1,2,3F  →  

 שהיא חח"ע ועל והוכח שהיא חח"ע ועל. 

 

 

1
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 :קבוצהה של תמונ

 :רקע

צפה בשיעורים בנושא תמונה ותמונה הפוכה של קבוצה בטרם תענה על השאלות  
 שבנושא זה. 

( )t f D  (x  קיים D כך ש -( )f t =     

y)( ) ( )f f D D   

z  )( ) ( )1F E f E  −                  

 

 :שאלות

g:נגדיר   (1   :  מוגדרת ע"י →  ( )1,8,17     2K g n n= =.  

 חשב את הקבוצות הבאות: 

) .א )g K 

) .ב )1g K− 

) .ג )g 

) .ד )evevg 

) .ה )oddg 

) .ו )1

evevg−   

) .ז )1

oddg− 

 

f:נגדיר   (2 )  :  מוגדרת ע"י → ) 2 5 4f x x x= − +     0,4M =.    

f:גדיר  נ ) :  דרת ע"יוגמ → )
2

1

evenn n
f n

else


= 


ותהי    1,5,6,8E =.      

 חשב את הקבוצות הבאות: 

) .א )( )1f f M− 

) .ב )( )1f f M− 

 .ג ( )( )1 3,4f f − − 

 .ד ( )( )1 3f f − − 

) .ה )( )1f f E− 
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f:תהי   (3 A B→  ה ותהינה  פונקצי,D A E B  שתי קבוצות.   
 : הפרך כל אחת מהטענות הבאותו הוכח א

) .א )f D D= 

) .ב )f D D 

) .ג )1f E E− =   

) .ד )1f E E−  

) .ה ) ( )f D f A    

Dאם  .ו A   אז( ) ( )f D f A   שים( שההכלות בסעיף זה הן הכלות ממש). 

) .ז )1f E A−  

Eאם    .ח B אז ( )1f E A−    שים( ה הן הכלות ממששההכלות בסעיף ז). 

yעל אם"ם לכל   f .ט B :מתקיים   ( )1f y− . 

yחח"ע אם"ם לכל   f .י A :מתקיים    ( )1f y−   בעלת איבר אחד.  אוריקה 

   

)  : בשאלה זו נבחן את השוויון (4 ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = . 

f:  אשר את השוויון עבור  .א )  : מוגדרת ע"י → ) 2f x x=.       

   1 22,5 2,4D D= = − 

 ם תמיד.  יהוכח כי שוויון זה מתקי  .ב
f:תהי    כלומר: A B→ 1    ה ותהינהפונקצי 2,D D A.  

)    :כיהוכח  ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = . 

 

5) :f A B→  1ה ותהינה  פונקצי 2,D D A.  

 : או הפרך כל אחת מהטענות הבאותהוכח 

) .א ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D          

) .ב ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D          

)חח"ע אז   fאם  .ג ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = .    

)על אז   fאם  .ד ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = .          

)  אם  .ה ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D    אזf  חח"ע  אינה.       

 

6) :f A B→  1ה ותהינה  פונקצי 2,E E B. 

 :כל אחת מהטענות הבאותהוכח 

) .א ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2f E E f E f E− − − =      

) .ב ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2f E E f E f E− − − =   

1
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7) f : A B→  ה ותהי פונקצי  D A.  
 : הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות

) .א )( )1f f D D−  

) .ב )( )1f f D D−  

)  חח"ע אז fאם  .ג )( )1f f D D− =. 

)  לא חח"ע אז fאם  .ד )( )1f f D D− . 

)על  אז   fאם  .ה )( )1f f D D− =. 

Dאם לכל   .ו A   מתקיים( )( )1f f D D−  על. fאז   =

)אם  .ז )( )1f f D D−  חח"ע.  fאז   =

Dאם לכל   .ח A   מתקיים( )( )1f f D D−  חח"ע.  fאז   =

)אם  .ט )( )1f f D D−    אזf  .אינה חח"ע 

Dאז לכל    על fאם  .י A  מתקיים( )( )1f f D D− =. 

Dאז קיימת   עללא fאם  . יא A   עבורה( )( )1f f D D− . 

Dחח"ע אז קיימת  לא  fאם  . יב A   עבורה( )( )1f f D D− . 

 

8) :f A B→  י ה ותהפונקצי  E B הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות : 

) .א )( )1f f E E−   

) .ב )( )1f f E E−       

) .ג )( )1f f E E−     או( )( )1f f E E− .      

)חח"ע אז   fאם  .ד )( )1f f E E− =.  

)על  אז   fאם  .ה )( )1f f E E− =.  

Eאם לכל   .ו B   מתקיים( )( )1f f E E−     חח"ע. fאז   =

Eם לכל  א .ז B   מתקיים( )( )1f f E E−      על. f  אז =

Eלכל  לא אם  .ח B   מתקיים( )( )1f f E E−       על. לא f אז =

Eאם לכל   .ט B   מתקיים( )( )1f f E E−    הזהות.  תי פונקציהיא  f  אז =

Eאם  קיימת   .י B כך ש -( )( )1f f E E−    אז קייםA שלכל   ךכA  

)מתקיים:   )f  .  

 

 

 

1
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f:נתונות פונקציה   (9 A B→  וקבוצות,C D A. 

)  :הוכח כי .א ) ( ) ( )f C D f C f D  . 

)  ערכית אז- חד- היא חד f  הוכח שאם .ב ) ( ) ( )f C D f C f D = . 

C,בוצות  הדגם ק .ג D   ופונקציה :f  על   f- כך ש →

)  וגם ) ( ) ( )f C D f C f D  . 

)  :  הוכח כי .ד ) ( ) ( )f C D f C f D = . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

א.  (1 2,16,18    .ב 4   .ג 4n n     .ראה סרטון.ד    

ה.   4n 2 n+     .ז.     ו 

א.  (2 0,1,4,5  .ב 0,4  .ג 0,4     .ד     .ה 1,8 

 ה. נכון.   ד. לא נכון.    ג. לא נכון.   ב. לא נכון.   א. לא נכון.   (3
 י. נכון.  ט. נכון.    לא נכון.  ח.  ז. נכון.   ו. לא נכון.  

 הוכחה.  (4

 ה. נכון.  ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. לא נכון.    א. נכון.   (5

 הוכחה.  (6

 ה. לא נכון.   ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. נכון.   א. לא נכון.   (7
 י. לא נכון.  ט. נכון.    ח. נכון.   ז. לא נכון.   ו. לא נכון.  

 . נכון א יב. ל יא. לא נכון.  

 ה. נכון.   ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. נכון.   א. לא נכון.   (8
 י. נכון.  .  ט. לא נכון  ח. נכון.  ז. נכון.   ו. לא נכון.  

  הוכחה.  (9

1
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 הרכבת פונקציות

 שאלות

fאת ההרכבה   וחשב (1 g ו-  g f   במקרה שהן מוגדרות עבור הפונקציות
 . הנתונות

,  .א :f g → ( ) ( )
2 12 3 7xf x g x x−= = + 

)  .ב ) ( ), :f g P P→ ( ) ( )f A A g A A=  = 

,  .ג :f g → ( ) ( )The sum of 's digits g 10f n n n n= = 

,  .ד :f g → 
( )

5 1

2 1

x
g x

x


= 


 ( )

7 3

8 3

x
f x

x


= 


 

,  .ה :f g → 
( )

2 1 3

3

x x
g x

x x

− 
= 


 ( ) 2 1f x x= − 

 

 הבאה:את ההרכבה  וחשב (2

,נגדיר   .א :f g  באופן הבא: →

( )
3 1

2 1

x
g x

x


= 


, ( )

4 3 5

2 5

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

g  וחשב f. 

,עבור   .ב :f g →  

( )
3 2

2 1 2

x x
g x

x x

+ 
= 

− 
, ( )

3 1 1

4 3 1

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
. 

f  וחשב g. 

)  השוויוןבדקו את  (3 ) ( )f g h f g h= עבור הפונקציות הבאות : 

,  .א , :f g h → ( ) ( ) ( )2 3 , 2 3 , 2 3f x x g x x h x x= + = + = + 

,  .ב , :f g h → 
( ) ( ) ( )

2 7 3 2
3 , 1 ,

3

xf x g x x h x
x

−= = + =
+

 

)  .ג ) ( ), , :f g h P P→ ( ) ( ) ( ), ,f A A g A A h A A=  = = 

 

 

  

1
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 שאלת חזרה 

):  המוגדרות כך  -ל - פונקציות מ  g- ו fיהיו   )
1

odd
2

1 even

n
n

f n

n n

+


= 
 −

, 

), Nnוכן לכל   ) 2 1g n n= −. 

 הוכיחו או הפריכו: 

 היא חח"ע.  f .א

 חח"ע.  g .ב

 .על   f .ג

 .על   g .ד

f .ה g   היא פונקציית הזהות על . 

g .ו f   היא פונקציית הזהות על . 

 

f:תהי   (4 A B→  כי  וח יפונקציה הוכ,A Bf I f I f f= =. 

f:כי לכל   וק יהס A A→   מתקייםA Af I I f f= ית  יזה מראה כי פונקצ  =

 בכפל.   1הזהות מתנהגת כמו 

 

:  תהיינה (5 , : , :f C D g B C h A B→ →  פונקציות. שלוש →

)כי   וח יהוכ  ) ( )f g h f g h=. 

  היא שאפשר למקם סוגרים כרצוננו בדיוק כמו בכפלהמשמעות של תכונה זו  
 וחיבור רגילים. 

  

1
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f:תהי   (6 A A→. 
 ת. את הזהויות הבאו וח יהוכ 

 הפיכה. fסעיפים האחרונים נתון כי  הבשני הערה:  

m .א k m kf f f += 

5 .ב 2 5 2 3 2 5 2 5 3f f f f f f f f− − − − −= = = = 

m  קודם כיהסק מסעיף  .ג k m kf f f− 0fוהסק כי   =− I= 

) .ד ) ( )
k k

m m mkf f f= = 

) .ה )
1

1f f
−

− = 

) .ו ) ( )
1

1
n

nf f
−

− = 

 

,תהיינה   (7 :f g A A→. 

Imכי   וח יהוכ  Imf g f דוגמה לפונקציות עבורן ההכלה היא הכלה   נותו
 .ממש

 

 הוכיחו או הפריכו:  (8

Imהיא פונקציה על אז   gאם  .א Imf g f=. 

Imאם  .ב Imf g f=   אזg .היא פונקציה על 

 

Bהטבעיים ותהי   תהי   (9   .תת קבוצה סופית לא ריקה נתונה 

)נגדיר   ) ( ):f P P→   :באופן הבא( )
CX B X B

f X
X B X B

   
= 

  =
. 

עבור   ,דוגמהל 1, 2B מתקיים:  = ( )    ( )  2,3 3 , 3, 4 1, 2,3, 4f f= =. 

Xכי אם   הוכיחו .א B =   אז( )( )f f X X= . 

Bהוכיחו כי אם   .ב X אז( )( )f f X X=. 

)שייכת לתמונה של הפונקציה אז   Xהוכיחו כי אם   .ג )( )f f X X=. 

 האם הפונקציה חח"ע?  .ד

 הפונקציה על? האם  .ה
  

1
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. נתונות הפונקציות A- ל ממשתת קבוצה החלקית  B- קבוצה ו  Aתהי   (10

( ) ( ), :f g P A P A→ :המוגדרות באופן הבא  
( )

( )

g X X B

f X A X

= 

= −
. 

f:  יכואו הפר וח יהוכ  g  .על 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (11

f;  הפונקציה  → ,  ידי -המוגדרת על  ( )( ) ( ), 3 4 ,4 5f x y x y x y= + +, 

 היא פונקציה הפיכה.  

 

h:יר פונקציה  דגנ (12 )כך:   → ) 2h x x= 

כי   וח יהוכ  f h f  =. 

 

f:  ומצא (13 f  -שאינה פונקציה קבועה ואינה זהות כך ש → f f=. 

 

,נתונות שלוש פונקציות   (14 , :f g h →. 

fכי אם   וח יהוכ  g  חח"ע וגםg h   חח"ע וגםh g f על , 

,אז  ,f g h  .שלושתן הפיכות 

 

:ינה  י תה (15 , :g A B f B C→ f:)בתנאים אלו   שתי פונקציות → g A C→). 

A  ו)במקרה של הפרכה בחר יכואו הפר וח יהוכ  B C= = =): 

fחח"ע אז  gחח"ע וגם   fאם  .א g  .חח"ע 

f אם .ב g   חח"ע אזf  .חח"ע 

fאם  .ג g   חח"ע אזg  חח"ע 

f  על אז gעל וגם   fאם  .ד g  .על 

f אם .ה g   על אזf  .על 

fאם  .ו g על אזg   .על 

f אם .ז g חח"ע וגם  g   על אזf  .חח"ע 

f אם .ח g   על וגםf   חח"ע אזg .על 

fלא על אז   gלא חח"ע וגם   fאם  .ט g   לא חח"ע אוf g .לא על 

  

1
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,קבוצה כלשהי ותהיינה   Aתהי   (16 , :f g h A A→. 
 יכו: או הפר וח יהוכ 

gאם  .א f h f= אז   g h=. 

gאם  .ב f h f=   וגםf  אז על   g h=. 

gאם  .ג f h f=   וגםf אז  חח"ע   g h=. 

fאם  .ד g f h=   אזg h=. 

f אם .ה g f h=   וגםf אז    חח"עg h=. 

fאם  .ו g f h=   וגםf  אז    עלg h=.  

 

:  קבוצה ותהי  Aתהי  (17 ]f A A→ פונקציה . 
 :  יכואו הפר וח יהוכ 

f אם .א f f= אז  f I=. 

f אם .ב f f=   אזf I= או ש -f פונקציה קבועה.  היא 

f אם .ג f f=   וגםf אז  חח"ע  f I=. 

f אם .ד f f=   וגםf אז  על  f I= . 

 

,יהיו   (18 , :f g h  :)שאלה קשה מאוד( יכו הפר  →

fאם  .א g f h=  וגםf   על וגם,g h אז   חח"ע וגםg h=. 

gאם  .ב f h f=   וגםf   חח"ע וגם,g h אז   עלg h=. 

fאם  .ג f f I= אז  f f I=. 

fאם    .ד f f f f= אז f f f=. 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

 השאלות בנושא זה הן שאלות הוכחה, ראו תשובות מפורטות באתר. 

1
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נושאים במתמטיקה
פרק 5 - פונקציות מפוצלות

תוכן העניינים

1. פונקציה מפוצלת  י (ללא ספר)

39

39



נושאים במתמטיקה
פרק 6 - יחסים

תוכן העניינים
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 יחסים 

 שאלות 

 במפורש את היחסים כקבוצה של זוגות סדורים. שמו ר (1
3aRb להיות Aהמוגדר מעל  Rהיחס  b a   כאשר: ,+

 . א 1, 2,3, 4,5,6,7A = 

 .ב 3,5,19,103A = 

 . ג 5,6,7A = 

 

נתונים היחסים הבאים מעל  (2 1, 2,3A = , 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )( ) 1 21,2 , 2,1 , 2,3 1,2 , 2,2 , 2,3 2,1R R= 

1עבור כל אחד מארבעת היחסים  2 1 2 1 2, , ,R R R R R R , 

 טרנזיטיבי. או הוא רפלקסיבי, סימטרי האם  קבעו 
 דוגמה מתאימה(  ואי )במקרה של הפרכה הב

 

נמקו  שלושה זוגות שנמצאים ביחס, ורשמו ים הבאים, לגבי כל אחד מהיחס (3
מדוע אינם ביחס. כמו נמקו  שלושה זוגות שאינם ביחס, וכתבו מדוע הם ביחס. 

 סימטרי-האם היחס הוא רפלקסיבי, אנטי רפלקסיבי, סימטרי, א קבעו  ,כן
 חלש, חזק, וטרנזיטיבי. 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   @יחס  . א )100 , @x y x y−   . 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   יחס  .ב )3 ,x y x y−  . 

)מעל   היחס  . ג )P,  :המוגדר באופן הבא( ),A B A B  . 

)המוגדר באופן הבא:  שרגא  ,היחס שרגא מעל  .ד ),x y x y x y+    . 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   Tחס י .ה ) 2, 1x y T x y  + . 

 

- אנטי  רפלקסיביות, סימטריות,-אלו מהתכונות: רפלקסיביות, אנטימצאו   (4
מקיים כל אחד   ,סימטריות חזקה וטרנזיטיביותימטריות חלשה, אנטי ס

מעל הקבוצות   ,מהיחסים הבאים , , 3,5,7,9A =. 

oddxRy . א m x my   = 

evevnxsy .ב m x my   = 

) . ג )oddxRy m x my y mx   =  = 

 

1
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=Aתהי  (5   כל הזוגות הסדורים של המספרים הטבעיים קבוצת, 

2Rויהי  A  יחס המוגדר על ידי( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, ,m n R m n m m n n − = −. 

 .A- הינו יחס שקילות ב  Rכי  הוכיחו  . א

 

  כל אחת מהטענות הבאות. הוכיחו או הפריכו Aיחס מעל  R-קבוצה ו Aתהי  (6
האם יש בדוגמתך פרטים  קודוגמה נגדית מינימלית. בדתנו ההפרכה בכל מקרי 

 מיותרים והסר אותם. 

 טרנזיטיבי. Rאז  ,סימטרי Rאם  . א

 טרנזיטיבי. Rאז  , אנטי סימטרי חלש Rאם  .ב

 טרנזיטיבי. Rאז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חלש Rאם  . ג

 .R=אז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חלש Rאם  .ד

 . R=אז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חזק Rאם  .ה

 רפלקסיבי. Rאז  ,טרנזיטיבי וסימטרי Rאם  .ו

 אנטי סימטרי חזק.  Rאז  ,טרנזיטיבי ואנטי רפלקסיבי Rאם  .ז

 אנטי סימטרי חלש.  Rאז  ,טרנזיטיבי ולא סימטרי Rאם  .ח
 

R,קבוצה ויהיו   Aתהי  (7 S   יחסים מעלA. 
 : את הטענות הבאות )הפרכה = דוגמה מינימלית( הוכיחו או הפריכו

R,אם  . א S אז  ,רפלקסיבייםR S  .רפלקסיבי 

R,אם  .ב S אז  ,רפלקסיבייםR S  .רפלקסיבי 

R,אם  . ג S אז  ,סימטרייםR S.סימטרי 

R,אם  .ד S אז  ,סימטרייםR S.סימטרי 

R,אם  .ה S אז  ,טרנזיטיבייםR S.טרנזיטיבי 

R,אם  .ו S אז  ,טרנזיטיבייםR S.טרנזיטיבי 

R,אם  .ז S  אז  ,יחסי שקילותR S.יחס שקילות 

R,אם  .ח S  אז  ,יחסי שקילותR S.יחס שקילות 

R,אם  . ט S  אז  ,חלשסימטריים אנטיR S אנטי סימטרי חלש. 

R,אם  .י S  אז  ,חלשסימטריים אנטיR S .אנטי סימטרי חלש 
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נושאים במתמטיקה
פרק 7 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון מערכת משוואות ליניאריות י 42

2. חקירת מערכת משוואות לינאריות (עם פרמטר) י 47

3. שימושים של מערכת משוואות לינאריות י 50

4. פתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריות י 52
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 ת פתרון מערכת משוואות לינאריו

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות:  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 . א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 . ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 . א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 . ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 . א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 . ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 15-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם –  13-ו 11, 9,  7 שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

11) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 12) 

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 

13) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 
 − − − 

 14) 

1 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 

− 
 − −
 
 
 
  − 

 

15) 
1 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 

+ 
 + + 

= =

 
 

 

 . ופעם מעל השדה  ה  לדרג את המטריצה פעם מעל השד יש 15בשאלה * 
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 :רוג( יו את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דרפת 27-16בשאלות 

16) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 17) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

18) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

20) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 21) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

22) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 23) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

24) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 25) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

26) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 27) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

: F השדהמעל  ,ו את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוסרפת (28

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 

 F= . א

 F= .ב
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 תשובות סופיות 

 שקולות. ד -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 0 2

1 1 3

 
 
 
 
 

ב.   

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.  
2 1 1 3

1 0 1 0

 
 

− 
 

ד.  

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 8

3 5 1 0

4 2 8 2

 
 

− 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

0 0 4 4

0 5 4 2

1 4 5 1

− 
 

− 
 − − 

 

א.  (6
1 1 22R R R→ ב.   +

2 2 14R R R→ ג.  −
2 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

  

9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

-ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 

− −
 
 
 
 

-ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

  

12) 

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0
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13) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 

− − 
 
 
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

14) 

1 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 

− − 
 −
 
 
 
  
 

 

15) 

1 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   
+   

   
   

= =

 

16) ( ), (1, 2)x y = 17) ( ), (5 2 , )x y t t= − 18)  

19)  20) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

21) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 22) ( ), ( 1,1)x y = − 

23)  24) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

25) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 26)  

27) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

א.  (28
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= ב .   −

1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )
F

z z z i t i t
=
= − + + + 
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 חקירת מערכת משוואות לינאריות )עם פרמטר(

 שאלות

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא  1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

− + =

− + + = +

− + + =

 2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

+ + =

+ + =

+ + = −

 4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

− + =

+ − =

+ − + =

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

− =

− + = −

− =

 6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

+ + =

− + =

+ + + =

 

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא  7-9בשאלות 
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

7) 
2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

+ =

+ + = +

+ = +

 8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

− + =

+ − + =
 

9) 

3 4 2

2 1

8 3

2 6 2 0.5 1

x y z

kx y z

x y z k

x y z k

+ − =

− + = −

+ − =

+ − = +

  

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל   aלאילו ערכים של    ומצא  10-12בשאלות 
 . פתרונות. אינסוף  3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

10) 
2 4

7 10 16 7

2 3 1

x y z b

x y z

x ay z

+ − =

− + =

− + =

 11) 

2 4 1

2 4 4

2 4 0

2 6 2

x y az

x y z

x y z

x y z b

+ + = −

+ + = −

+ − =

+ + = −

 12) 
1

3 2 1

x y z t

ax y z t b

x y at a

+ − + =

+ + + =

+ + = +
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  נתונה מערכת המשוואות: (13

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

+ =

+ =

+ + =

 

,תנאי עבור   ומצא .א , ,a b c d, .כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד 

,תנאי עבור   ומצא .ב ,b c d,   כך שלכלa,  .למערכת יהיו אינסוף פתרונות 
 

2נתונה המערכת:     (14 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות.  מורש .א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א.מו רש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא .ג
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

 את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות.  מורש .ד

0zיש למערכת פתרון שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ה =. 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ו =. 

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא   kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 . ור יהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב 

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k ,(1,0,0)ך של  לאיזה ער ומצא .ח

 

  מישורים:  3נתונות המשוואות של  (15

3 3

2 1

1

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + = −

. 

 שלושת המישורים:   m  עבור אילו ערכים של הקבוע וג מצא -בסעיפים א 
 נפגשים בנקודה אחת )מצא נקודה זו(.  .א
 לא נפגשים באף נקודה.  .ב
 משותפות )מצא נקודות אילו(.בעלי אינסוף נקודות  .ג
 המישורים מתלכדים או מקבילים?   3עבורו  mהאם קיים ערך של   .ד
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 תשובות סופיות 

1) 1 .1, 2k k  − 2  .1k = 3 .2k = − 

2) 1 .1, 2k k  − 2  .2k = − 3  .1k = 

3) 1 .4
71,k k −    2  .4

7k =   3  .1k = − 

4) 1 .1, 0.4k k  − 2  .1, 0.4k k= = − 

5) 1 .1, 2k k   −   2  .1, 2k k=  = − 

6) 1 .1, 3, 2k k k −  −    3  .1, 3, 2k k k= − = − =  

7) 1 .1k = − 2  .1k   3  .1k =  

8) 2 .3k =    3 .3k  

9) 1 .1k    2 .1k = 

10) 1 .2a  2 .2, 3a b=  − 3 .2, 3a b= = − 

11) 2 .2.5b    6אוa  −.  3 .6, 2.5a b= − = 

12) 2 .2, 2a b=    3 .2, 2a b= 2aאו   = . 

2abא. (13 c d+   .0 ב, 1.5, 3b c d= = = 

2א.  (14 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 

− + −
 
 − + 

2ב.     2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 

− + −
 
 − + + − 

  

2.  1ג.  , 1k k  −  .2  .1k = −  3  .2k )ד.  = ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= + 

2kה.    =             .2וk = 2kז.            − 2k, לא.          ח.   = = − 

,0א.  (15 2,3m  2,3mב.  − = 0mג.  −  לא. ד.  =
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 ת שימושים של מערכת משוואות לינאריו

 שאלות

 רשת זרימה המתארת את זרם התנועה )במכוניות לדקה(   שלהלןבאיור  (1
 של מספר רחובות בתל אביב. 

 את תבנית הזרימה הכללית של הרשת.  ומצא .א

 , את תבנית הזרימה הכללית של הרשת ומצא .ב
ידוע שהכביש שהזרם שלו   אם

4x  .סגור 

 

מהו הערך המינימלי של   .ג
1x, אם ידוע ש -

4 0x =? 

 
 

 

 הוף וחוק אוהם(:כ )חוקי קיר את הזרמים במעגלים החשמליים ומצא  3-2בשאלות 

2)  

 

3)  

 

 

 שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות לינאריות. ו)דטרמיננטות( תמצא 3* בפרק 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
3x ו-  

5x   .חופשיים
1 3 5100x x x= + −  ,

2 3 5100x x x= − +  ,
4 560x x= − . 

ב. 
3x  .חופשי

1 340x x= +  ,
2 3160x x= −  ,

4 0x = ,
5 60x  . 40ג.   .=

1א.  (2 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I= = = 

3) 1 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I= − = = 

1
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 תפתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריו

 שאלות 

את המערכת   פתרו (1

2

2 6

4 2 5 12

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 − + =

. 

 . של המערכת ההומוגנית המתאימה  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

את המערכת   פתרו (2

2

2 6

4

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 + + =

. 

 . המערכת ההומוגנית המתאימה של  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

: נתונה המערכת (3

1

2

2 3

x y

x y z k

x my z

− =

− + − =
 + + =

. 

 אינסוף פתרונות.   עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mאת ערכי    מצאו . א

 פתרון. עבורם למערכת, k  את ערכי  מצאו ,א- ב נמצאש  mעבור ערך   .ב

m,י  עבור ערכ . ג k  הכללי את הפתרון מצאו ,בסעיפים הקודמים נמצאוש 
 מערכת את הפתרון הכללי של ה קבעוו  ,הנתונה המערכת של 

 ההומוגנית המתאימה. 

 

)נתון שהחמישייה  (4 )4 2 4, , 2, ,t s t s t s− + − מהווה פתרון כללי של מערכת  +

 מבין הטענות הבאות נכונות:  אילו  קבעו ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית.  . א

)החמישייה  .ב  היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה. , 4,0,2,0,0(

)החמישייה  . ג )4,0,  היא פתרון של המערכת הנתונה. , 2,1,1

)ממשי, החמישייה  aלכל  .ד )4 ,0, 2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

)החמישייה  .ה )4 2 , ,0, ,t s t s t s− −  היא פתרון כללי של המערכת , +

 המתאימה.  ההומוגנית

)החמישייה  .ו )0,1,0,1,  היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה.  , 2

 . 2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
  

1
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 נתונה המערכת ההומוגנית (5

3 0

2 0

0

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + =

. 

 אוסף הפתרונות של המערכת.  W יהי
 הוא:  W )אם בכלל( m עבור אילו ערכים של הקבוע

 נקודה זו(. ונקודה )מצא  . א
 ישר זה(. וישר )מצא .ב
 מישור זה(. ומישור )מצא . ג

 

נתונה המטריצה  (6

1 2 3 4

2

4

3

a b c
A

d e f

g h i

 
 
 =
 
 
− 

. 

 .Aאת הצורה המדורגת של  A'- נסמן ב
ל ההומוגנית המתאימה יש יותר משתנים חופשיים ממשתנים מ"ידוע כי במ

 תלויים. 
 .Aמצאו את  
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 תשובות סופיות 

)פתרון כללי של המערכת  (1 )3 1
2 24 , 2,t t t− − +. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה )3 1
2 2, ,t t t− −. 

)  למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1, 2)x y z =. 

)  למערכת ההומוגנית המתאימה פתרון יחיד )0,0,0. 

3mא.  (3 = 2k  ב. − = )פתרון כללי של המערכת ג.  . − , , ) ( , 1, )x y z t t t= −. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 הטענה לא נכונה.ג.  הטענה נכונה.ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 

,0א.  (5 2,3m  ). הנקודה היא − , , ) (0,0,0)x y z =. 

0mב. אם  x(0,0,1)נקבל ישר   = t= 2. אםm=  2)נקבל ישר, 1,1)x t= −, 

3mאם      ,3)נקבל ישר   = 3,1)x t= −. 
 עבורם נקבל מישור. mאין ערכים של ג. 

6) 

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 16

3 6 9 12

A

 
 
 =
 
 
− − − − 
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   

− + − − −   
. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

= = = = −      −      −   

   
    

= − = =    
    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   

1

פרק 8מטריצות

55

55



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 .n ריבועית מסדרמטריצה  A  נתון כי (9
)נתון כי   )( ) 0A I A I− + = . 

Aהוכיחו או הפריכו:  I=   אוA I=− . 

 

2את כל המטריצות  נואפיי (10 2A   2שמקימות 4A I= −. 

 

טבעי מתקיים   nכי לכל  וחיהוכ (11
2 0 2 0

1 1 1 2 1

n n

n

  
=   

− −   
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שנדרש לדעת הוכחות באינדוקציה. 

 

ABיקראו מתחלפות אם  B-ו Aשתי מטריצות  (12 BA=. 
 הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית: 

מתחלפות עם המטריצה   B-ו Aאם המטריצות  . א
0 1

1 0

 
 
 

אז המטריצות  ,

A ו-B  .מתחלפות 

מתחלפת עם המטריצה  A אם המטריצה .ב
0 1

1 0

− 
 
 

TAאז  , A= −. 

 

 .nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (13

0TAAנתון כי    .=0A. הוכיחו כי  =

 מרוכבים? Aהאם הטענה נשארת נכונה אם איברי  
 אם כן, הוכיחו. אם לא, הביאו דוגמה נגדית. 

 

ABמטריצות ריבועיות המקיימות  B-ו A יהיו (14 BA= .)מטריצות מתחלפות( 

kטבעי מתקיים   k הוכיחו כי לכל . א kAB B A=. 

)טבעי מתקיים   kהוכיחו כי לכל  .ב )
k k kAB A B=. 

 

לפי נוסחת הבינום של ניוטון  (15
1

( )
n

n n k k

k

n
A B A B

k

−

=

 
+ =  

 
,   כאשר

, , ,A B n k . 

מטריצות ריבועיות  B-ו A האם נוסחת הבינום נשארת נכונה גם אם . א
 ?מסדר 

על מנת שנוסחת הבינום  ,B-ו A תנאי מספיק על המטריצות  ומצא .ב
 תהיה נכונה עבורן.

)את הפיתוח של    ומצא . ג )nA I+  ו- ( )nA I−, כאשר  A ו -I  ריבועיות מסדר

. 
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 את המונח מטריצה נילפוטנטית.  ימווהדג ורי. הגדא (16
 מטריצות מתחלפות ונילפוטנטיות. B-ו  A-נניח ש. ב

A-ו ABשגם המטריצות  וחיהוכ      B+  .נילפוטנטיות 

 

nתהי  (17 nA   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי min ,ija i j=. 

תהי 
n nB 

מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי:    
1 1

0
ij

i j n
b

else

+ = +
= 


. 

 בצורה מפורשת. B-ו A כתבו את המטריצות . א

Cמקיימת    Cהמטריצה   .ב A B= . 

1לכל  ijcומצאו נוסחה עבור   C חשבו את ,i j n . 

 

, כך שיתקיים Aמצאו מטריצה ממשית  (18
0 1 0 1

1 0 1 0

T

TA A A A
    

− = −    
− −    

. 
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 תשובות סופיות 

4א.  (1 6   .4ג.   לא.ב 2  .6ו.  לא. ה.   לא.ד 6  
6ז.  2   .6ט.   לא ח 4  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

ב.    

4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 
− 
 − − 

ג.   
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

ד.  

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
−
 
 
 

 

4) 230 

א.  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10

 
 
− − − 

 

7) 63 

8) 

32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 
 − − 

 

 שאלת הוכחה. (9

10) 

2 4a
a

A c

c a

 +
− =

 
 − 

 

 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
 שאלת הוכחה. (13
 שאלת הוכחה. (14
 הוכחה.א+ב. שאלת  (15

ג. 

1 2 1

1 2 1 1

( ) ...
0 1 2 1

( ) ... ( 1) ( 1)
0 1 2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

− −

− − +

         
+ = + + + + +         

−         

         
− = − + − + − + −         

−         

  

 שאלת הוכחה. (16

1
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א.  (17

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

1 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 3 3 0 0 0 0 1 0 0

1 2 3 4 4 4 0 0 0 1 0 0 0

1 2 3 4 5 5 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 1 0 0 0 0 0 0

A B

n

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 

ב.   

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

min , 14 4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

ijC c i n j

n

 
 
 
 
 

= = + − 
 
 
 
 
 

 

18) 
1 1

1 1
A

− 
=  
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 9-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים. ותאת התשוב ובדק

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

 המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע  (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ?הפיכה איננה 

 

 :X  את צווחל ,nהן הפיכות מסדר  21-41בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xאת  וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון  (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yאת    וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

) בנוסף כי: אם נתון ,Bאת  וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (18

2המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  . א 5 2 0A A I− − =. 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

)המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + = . 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

 

3  ן כינתו (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)את  וחשב . א )p A. 

 ,הפיכה A-ש וחיהוכ  ,)ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I-ו Aבעזרת  −1Aאת  וובטא
 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה.Aכי   וחיהוכ . א

Iכי המטריצה  וחיהוכ .ב A− את ההופכית שלה.  וומצא ,הפיכה 
 

  כי נתון (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
 . 

1D-כך ש  ,Dכי קיימת מטריצה הפיכה  וחיהוכ AD C− =. 
 

 שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות. וחי* הנ
 ניתן לנסח את השאלה כך: ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C-דומה ל Aאז   ,C-דומה ל B-ו B-דומה ל A: אם וחיהוכ
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי(

 

 

 . שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה ו)דטרמיננטות( תמצא 3בפרק  הערה: 
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A,תהיינה  (22 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

AB . א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  . ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I= . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה  (23 B   מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB-הוכיחו ש . א BA=. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA+  ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם 

 
A,תהיינה  (24 B.מטריצות כלשהן 

 את הטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

ABאם  . א I=  1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי ABאם המכפלה  .ב B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  . ג B .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה. ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית. Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 :וחיהוכ

Aלמעט המקרה בו   . א I= .מטריצה אידמפוטנטית היא לא הפיכה , 

יחידה נקבל מטריצה ה אם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת  .ב
 אידמפוטנטית. 

 ,2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  . ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A-או ש =

  nAאידמפוטנטית   A .ד A=,  לכלn  .טבעי 

 

)נתונה  (26 ), , ,

a b c d

b a d c
a b c d M

c d a b

d c b a

 
 
− −

  =
 − −
 
− − 

. 

,מצאו תנאי על הקבועים  , ,a b c d כך ש-M  1תהיה הפיכה ומצאו אתM − 

 מקרה זה.ב
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נתון כי   (27
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

  

  

  

 
 

=  
 
 

 הפיכה. 

 את מספר הפתרונות של המערכת. לגבי כל אחת מהמערכות הבאות קבע 

 . א
11 12 13

21 22 23

31 32 33

x y

x y

x y

  

  

  

+ =

+ =

+ =

  

 .ב
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

4 1

3 4

x y z w

x y z w

x y z w

  

  

  

+ + + =

+ + − =

+ + + = −

 

 . ג
11 21 31

12 22 32

13 23 33

3

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

+ + =

+ + =

+ + =

  

 

A,תהיינה  (28 B   מטריצות מסדרn n. 
 הוכיחו:

2BAאם  . א I A= 2Bוגם  − AB= 0Bאז  ,− =. 

2אם  .ב 2A I=,  אזA I+ ו-A I−  .הפיכות 
 

A,תהיינה  (29 B   מטריצות מסדרn nכך ש ,-( ) 2 31 2B A B= וגם  −

( ) 3 22 3B AB I+ =. 

 .Bבאמצעות   −1B-ו −1Aהפיכות, ובטאו את  B-ו A-הוכיחו ש
 

A,תהיינה  (30 B   מטריצות מסדרn n2-, כך שBA I B+ =. 

 הפיכה. B-הוכיחו ש . א
 סימטרית.  B-ידוע ש .ב

 סימטרית.   A  הוכיחו כי
 

0nA- טבעי כך ש n )כלומר, קיים מטריצה נילפוטנטית Aתהי   (31 =.) 
 לא הפיכה. A  הוכיחו כי . א
Iהוכיחו כי    .ב A− ו-I A+  .הפיכות 

2נגדיר:  . ג 31 1 1 1
... ...

1! 2! 3! !

A ne I A A A A
n

= + + + + + +. 

Aeהוכיחו: אם  I=   0אזA=. 
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 .n, מסדר B-ו A נות שתי מטריצות,נתו (32
 סמנו את הטענה שנכונה בהכרח: 

 רגת קנונית. יש אותה צורה מדו TA-ול A- ל . א

A,אם  .ב B  מדורגות קנונית, אזA B+  .מדורגת קנונית 

A,אם  . ג B  מדורגות קנונית, אזA B−  .מדורגת קנונית 

בצורה  אפסים, אז גם  שורת  יש Bאם בצורה המדורגת קנונית של  .ד
 . אפסיםשורת  יש ABהמדורגת קנונית של 
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1 א.  (12 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.    − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.     21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.     הוכחה.שאלת א.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.שאלת  (21
 הוכחה.שאלת  (22
 הוכחה.שאלת  (23
 הוכחה.שאלת  (24
 הוכחה.שאלת  (25

26) ( )
( )

1

2 2 2 2

1
( , , , ) (0,0,0,0) Ta b c d M M

a b c d

− =
+ + +
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 ג. פתרון יחיד. ב. אינסוף פתרונות.  א. אין פתרון. (27
 שאלת הוכחה. (28
 שאלת הוכחה. (29
 שאלת הוכחה. (30
 שאלת הוכחה. (31
 ד (32
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 מטריצה אלמנטרית 

 שאלות 

את המטריצה   רשמו (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

את המטריצה   רשמו (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -כל אחד מסעיפים א יכואו הפר וחיהוכ (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג. A- מתקבלת מ  B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם:          

 .2A- מ 2B . א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B . ג

 .AB- מ 2B .ד

 

]3תהי  (4 ]A M R,  איברי  , סכום 4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה 
2 1E E A? 

 בשתי דרכים: ורפת
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  – דרך א' 
 בעזרת כפל מטריצות.  –דרך ב'  
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 3− 
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 LUפירוק 

 שאלות 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

. 

 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

− 
 

−
 =
 
 

− 

. 

 

  של המטריצה LUאת פירוק  מורש (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

− 
 
− − 
 = −
 
− − 
 − 

. 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

− − − −     
     

− − =  −
     
     − − −     

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

− −     
     

− − − −
     = 
     − −
     

− −     

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
− −    

−    − − −    
   − = − 
    − −   −    −     − 
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים

 שאלות

A,תהיינה  (1 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 

ABאזי בהכרח מתקיים: .א BA. 

2אם  .ב

nA AB I  אז בהכרחB  .הפיכה 

אם  .ג 
100

AB I אז בהכרח 
100

BA I . 

אם  .ד 
100

0AB   אז בהכרח 
101

0BA . 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (2

A,תהיינה  .א B  מטריצות מסדרn n 2, עבורןA AB .היא מטריצה היחידה 

AB-הוכיחו ש BA. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס. Bהוכיחו שגם 

 

A,תהיינה  (3 B:מטריצות כלשהן. אזי בהכרח 

A,אזי  ,היא מטריצה ריבועיתABאם המכפלה  .א B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  .ב B .מטריצות ריבועיות 

 מטריצה ריבועית.Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה Aאם  .ג

A,אם  .ד B מטריצות ריבועיות מאותו סדר, וכן   rank A rank B, 

אזי    rank AB rank B. 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
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nמטריצות ריבועיות מסדר  B-ו Aתהיינה  (4 nכך ש ,-BA AB.

A,אם  .א B  2סימטריות הוכיחו כיAB .סימטרית

1rankAנניח כי  .ב n  0-וv   0הוא וקטור המקייםAv ,
בסקלר. vהוא כפולה של  Bvהוכח כי 

A,תהיינה  (5 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn .

אזי בהכרח מתקיים:

AB .א BA

2אם  .ב

nA AB I בהכרח ABאז BA.

אם  .ג 
100

AB I  אז בהכרח 
100

BA I.

אם  .ד 
100

0AB   אז בהכרח 
100

0BA .

אף תשובה אינה נכונה. .ה

6) A  ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ-A .)ע"י סדרת פעולות דירוג )בשורות
פעולות תתקבל גם:ע"י הפעלת אותה סדרה של 

 .2A-מ 2B .א

 .2A-מ BA .ב

 .BA-מ 2B .ג

 .AB-מ 2B .ד

.אינה נכונהאף תשובה  .ה

תשובות סופיות

הוכחה. (4 ה (3 הוכחה. (2 ג+ד (1

 ב+ד (6 ב+ג (5

הוכיחו
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות 

המבטאות את מערכת המשוואות  ,b-ו A ,xמטריצות   מצאו סעיפים הבאיםב (1

Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b= : 

 . א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

נתון כי   2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות: בשאלות אלה כל אחת מהמשוואות  ובטא

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

  את מערכת המשוואות פתרו (7

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

, 

 .בעזרת המטריצה ההפוכה

 

  את מערכת המשוואות פתרו (8

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

, 

 .הבעזרת המטריצה ההפוכ

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 שהמערכת חייבת להיות הומוגנית.  הוכיחו
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה.  מצאו

 

2נתונה המערכת  (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת , k עבור אילו ערכים של הקבוע מצאו
 פתרונות.פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף  א.
 
 במושג 'דרגה של מטריצה'.  ןבפתרוהשתמשו  * 
 

נתון  (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b= .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים  m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית  (13
 .0שווה   A סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה. לא מטריצה  A-ש הוכיחו
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה  (14
 .kשווה   Aמטריצה הסכום האיברים בכל שורה של 

 שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. הוכיחו
 .k קבוע זה בעזרת ובטא

 

 מקיימת A  מטריצה (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור 

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית הוא פתרון של המערכת   =. 
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A,יהיו  (16 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

)אם למערכת  . א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, =

 לא הפיכה. Aאז בהכרח  

)למערכת  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0-קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת  . ג 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת   .ד ) 0tA A x  לא הפיכה. Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית   . 0-קיים פתרון שונה מ =
 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4 מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתוידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x . א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x . ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים: הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          = : 

 הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת.אוסף כל . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים. ,בכל אופן        

 

mנתונה מערכת  (18 nA x b  =. 

 :הוכיחו או הפריכו

) uוגם  uאם  . א )1   .פתרונות של המערכת אז המערכת הומוגנית 

uוגם  v-ו uאם  .ב v +( ), 0    פתרונות של המערכת אז היא

 הומוגנית. 
,1)אם הווקטורים   . ג 2,..., ), ( ,..., 2,1)n n   פותרים את המערכת והווקטור

( 1,..., 1)n n+  אז המערכת לא הומוגנית.   ,לא פותר את המערכת +

1
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0Axמטריצה כך שלמערכת  Aתהי  (19  פתרון יחיד. =
 :הוכיחו או הפריכו

 הפיכה. A . א

 פתרון יחיד.  TAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב
 פתרון יחיד. Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים  . ג

 

תהי  (20
m nA 

m-מטריצה ממשית כך ש  n. 

 :הוכיחו או הפריכו
0Axממד מרחב הפתרונות של המערכת   . א nהוא   = m−. 

)למערכת   .ב ) 0TA A x  יש אינסוף פתרונות. =

)ייתכן מצב בו למערכת  . ג ) 0TA A x  יש פתרון יחיד. =

)ייתכן מצב בו למערכת  .ד ) 0TAA x  יש פתרון יחיד. =

 
0B, כך שלכל מטריצה ריבועית nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (21   מסדרn ,

0ABמתקיים  . 
)-הוכיחו ש )rank A n=. 

 
mמטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 n. 

 . ואם היא נכונה או לא. נמק ולגבי כל אחת מהטענות הבאות, קבע

Axאם למערכת  . א b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b= יש פתרון לכל ,mb. 

mעבור   .ב n=  אם למערכת ,Ax b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b=  יש פתרון לכלmb. 
0Axאם למערכת ההומוגנית  . ג mיש אינסוף פתרונות, אז בהכרח   = n. 

T-ייתכן ש .ד

nA A I=  וגםT

mAA I=. 

mאם  .ה n  0ואם למערכתAx אז יש מערכת לא    ,יש פתרון יחיד =
Axהומוגנית  b=   .עם יותר מפתרון אחד 

 

)תהא   (23 )4 4A M R   4ויהיb R. 

Axהומוגנית הלא  מערכתפתרונות של ה v-ו uידוע כי   b=. 

wנגדיר   . א u v = + . 

Axהמערכת  תרון שלפ wהוכיחו כי אם גם  b= 1, אז + =. 

2wנניח בנוסף כי   .ב u v= − 2A של המערכת וןהוא פתר  + x b=. 
Aהוכיחו כי   I− .לא הפיכה 
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נתון  (24

1 2 0 2 3

2 4 1 3 6

3 6 3 8 8

A

 
 

=
 
 − − − − 

, ויהי  

1

4

3

b

 
 

=  
 
 

 . 

)הראו כי   . א )2, 1,1, 1,1
T

v = − Axהמערכת  פתרון של  אהו − b=. 

0Axמצאו את קבוצת הפתרונות של המערכת ההומוגנית   .ב =. 

)מצאו   . ג )5 2,C D M כך ש , -C D ו-

1 1

4 4

3 3

AC AD

− 
 

= = − 
 − 

. 
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב.  

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 .הוכחהשאלת  (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1 אוk   , אז יש פתרון אחד.−

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.שאלת  (13

1
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-הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
 . 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 הוכחה.שאלת  (18

 הוכחה.שאלת  (19

 הוכחה.שאלת  (20

 הוכחה.שאלת  (21

 הוכחה.שאלת  (22

 הוכחה.שאלת  (23

)ב.   א. שאלת הוכחה. (24 ) ( )1 2 3 4 5, , , , , 2 , , , ,x x x x x t s s t t t= − − − − 

)ג.  ) ( )

2 2 1 1

1 1 0 0

0 11 1 0 0

1 1 2 2

1 1 2 2

C t s D t s

− −   
   
−   
   = = = = = =−
   
− −   
   − −   
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית.- אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית.- אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית- אנטי. 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
 :וחיהוכ

1. AB סימטרית.- אנטי 

2. AB B+ סימטרית.- אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.שאלת  (4
 הוכחה.שאלת  (5

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)את המשפט    ואמת (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)את המשפט    ואמת (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)את   וחשב )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)את   וחשב .א ) ( ),rank A rank B . 

)את   וחשב .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

1מטריצות   3כי קיימות   וח יהוכ  2 3, ,A A A,   1שלכל אחת מהן דרגה, 

1- כך ש 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnר  הכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסד
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 את הטענות הבאות: יכו או הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
 

mמטריצה מסדר   Aתהי   (10 n  ותהי ,B   מטריצה מסדרn m. 
 :וח יהוכ 

mAB אם .א I=   אז( ) ( )rank A rank B m= =. 

nBA אם .ב I=   אז( ) ( )rank A rank B n= =. 

mAB אם .ג I=  וגםnBA I= בהכרח אז  m n=. 

Tלא ריבועית אז לא ייתכן שגם    A אם .ד

mAA I=  וגםT

nA A I=. 

 
1נתונים   Fבשדה   (11 2, ,..., ma a a ,1- ו איברים, שלא כולם אפס 2, ,..., nb b b   ,איברים

 שלא כולם אפס.

)קבעו מהי דרגתה של המטריצה   )1
1

i mij
j n

M m  
 

ij, כאשר  = i jm a b=. 
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1תהי   (12 ,( )ij i j nA a  =   :2מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 2

ij i ja b b= −, 

כאשר  
1 2, ,..., nb b b  3  -מספרים ממשיים שונים וn . 

 שהמטריצה לא הפיכה.  וח יהוכ  .א
2n- נכונה אם נשנה את הנתון ל  תישארהאם הטענה  .ב ? 

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

A,תהיינה   (13 B   מסדר  מטריצות מעל ,m n  כך שלכל ,nx  ,0x , 

Axמתקיים   Bx. 

Aמה הדרגה של המטריצה  B−? 
 

A,תהיינה   (14 B  מטריצות מסדרn n. 

)נתון שכל פתרון של המערכת   .א ) 0AB x , הוא פתרון של המערכת  =

0Ax =. 

 .Aשווה לדרגה של   ABהוכיחו שהדרגה של  

)אז   ,הפיכה A  הוכיחו: אם .ב ) ( )AB A =. 

)הוכיחו שאם   .ג ) ( )AB A , ז  אA  .לא הפיכה 

 
nמטריצה מסדר   Aתהי   (15 n. 

)הוכיחו כי   .א ) ( )2P A P A. 

)נתון כי   .ב ) ( )2A A . 

0Av- , כך שnvהוכיחו שקיים     2וגם 0A v =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה. שאלת  (1
 הוכחה. שאלת  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 ב. הטענה נכונה.  א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  נכונה. א. הטענה אינה   (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה. שאלת  (7
 הוכחה. שאלת  (8
 הוכחה. שאלת  (9

 הוכחה. שאלת  (10
11) 1 
 הוכחה. שאלת  (12

13) n 
 הוכחה. שאלת  (14
 הוכחה. שאלת  (15

1
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 רגרסיה לינארית –שיטת הריבועים הפחותים 

 שאלות

)נתונות חמש נקודות במישור:   (1 4, 1), ( 2,0), (2,4), (4,5), (5,6)− − −. 
 מצאו את הישר הקרוב ביותר לנקודות הללו במובן הריבועים הפחותים.

 

 ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש. בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים (2

 

( ) / ( )

49$ 124

69$ 95

89$ 71

99$ 45

109$ 18

price x Demand sales y

 

 

האנכיים בין הישר   מצא את הישר כך שסכום ריבועי המרחקים  .א
 גרסיה. והנקודות יהיה מינימלי. ישר זה נקרא ישר הר 

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 מה משמעות השיפוע של הישר?  .ג

 מצא את השגיאה בחישוב הנ"ל.  .ד

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 תשובות סופיות

1) ( ) 0.8 2f x x= + 

)א.  (2 ) 1.7 211f x x= −  . יחידות 119.2ב.   +
 יחידות בחודש. 1.7נצפה לירידה במכירות של    1$-אם נעלה את המחיר של המוצר בג. 

 14.41ד. 

1
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נושאים במתמטיקה
פרק 9 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטה לפי הגדרה ולפי דירוג י 85

2. חישוב דטרמיננטה כללית מסדר n י 90

3. חישוב דטרמיננטה לפי חוקי דטרמיננטות י 95

4. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 97

5. מטריצה צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה י 98

6. שימושי הדטרמיננטה י 103

7. תרגילי תיאוריה מתקדמים י 104

84

84
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 לפי הגדרה ולפי דירוג  החישוב דטרמיננט

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר חשבו 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי דירוג. חשבו 7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  חשבו 10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:, והרא   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 ג.  

12 15 18

13 16 19

14 17 20
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 : חשבו

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

כי:   הוכיחו (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 
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כי:   הוכיחו (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

:  חשבו (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  (19

הנבדלות ביניהן רק   n  מסדר B- ו A  נתונות שתי מטריצות ריבועיות .א
k(1- בשורה ה )k n . 

  ,k- אך נבדלת מהן בשורה ה B- ו A  מטריצה הזהה למטריצות Cתהי  
 .B  של k- והשורה ה  A  של k- שם היא שווה לסכום השורה ה

|כי   וח יהוכ  | | | | |A B C+ =. 

  חשבו: .ב

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3ג.   0ב.   0א.  (6
 104ג.   44ב.   24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilפתרונות באתר:  (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה. שאלת  (16

 הוכחה. שאלת  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

 0ב.  א. שאלת הוכחה.  (19

1
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 nחישוב דטרמיננטה כללית מסדר 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   .א )n n ijA a הנתונה ע"י:  =

 

1

1 ,

1 ,

0

ij

i j n

a i n j n
a

a j n i n

else

= 


  =
= 

  =


. 

עבור אילו ערכים של המספרים הממשיים   .ב
0 1,..., na a −

הבאה  , המטריצה  

:  הפיכה

0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1

n

A

a a a −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

? 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (2 )n n ijA a י: ל ידהנתונה ע=

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



. 

 ?n-עבורו דרגת המטריצה קטנה מ n  האם קיים ערך של
 

|את  חשבו  (3 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידי

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (4 )n n ijA a |הנתונה ע"י:   = |ija i j= −. 

 

|את  חשבו  (5 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידיij

a i j
a

b i j

=
= 


. 
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1n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (6 :

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4

6 6 3 6 6

8 8 8 4 8

2 2 2 2n n n n n

−

−

−

−

−

. 

 
|את  חשבו  (7 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=  :נתונה על ידי 

 .א min ,ija i j= 

 .ב ,ija Max i j= 

 

)המטריצה   (8 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min 3( 1),3( 1) 1 ,

1 1 1
ij

i j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A. 
 

)המטריצה   (9 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min ( 1), ( 1) 1 ,

1 1 1
ij

k i k j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A עבור אילו ערכים של הקבוע  מצאו וk  .המטריצה הפיכה 
 

3n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (10 : 

0 1 1 1 1

0 1 0

1 2 , 1 1 0

1 2 , 1 1 0

1 0

ij

i j x x x

i n j x x x
a

j n i x x

x else x x

x x x

 = 
 

  = =    =   

. 

 

)תהי   (11 )ijA a=   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את  חשבו  |n n nD A =. 
 עצמיים. הערה: נפתור תרגיל זה בדרך אחרת בפרק על ערכים עצמיים ווקטורים 

 
  

1
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)המטריצה   (12 )ijA a=  :1נתונה על ידי

1

ij

a i j

a b i j

c j i

=


= = +
 = +

. 

|נוסחת נסיגה לחישוב  מצאו   .א |n n nD A =. 

,3הניחו כי   .ב 1, 2a b c= =  וחשבו:  =
 . ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.1
20n. את הדטרמיננטה עבור 2 = . 

 

nנתונה מטריצה   (13 nA . 

 במטריצה זו מבצעים את פעולות השורה הבאות:
מחליפים בין השורה הראשונה לשורה האחרונה, בין השורה השנייה לשורה  

 שורות. הלפני אחרונה וכך הלאה, עד שלא ניתן יותר להחליף 
 .Bבסוף התהליך מקבלים מטריצה  

|את  חשבו  |B   במונחי| |A . 
 

את  חשבו  (14

1

1

0

0
n

n n

D



2nכאשר   =   .טבעי 

הערה:  
1 1

0
ij

i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

את  חשבו  (15

1

2
det

2

2

n

n n

D

n


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

2
ij

i i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

detn  אתחשבו  (16

n n

b

b
D

b

a

a


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

ij

b i j n
d

a else

+ = +
= 


. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (17 )n n ijA a הנתונה ע"י:   =

 min , 1ija i n j= − +. 

1
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2n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (18  

1 2

1 1

1 2 1

2 1

1 2 1

n n

n n

n n

n

n n

a a a x

a a x a

a a a a

a x a a

a a a a

−

−

−

−

. 
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 תשובות סופיות

) א. (1 ) 2| | 1A a n a= − הפיכה אם ורק אם   Aב.  −
0 0a . 

)1א.  (2 1) !n n+−   .ב. לא 

3) | | !A n=  

4) 1 2| | ( 1) ( 1)2n nA n+ −= − − 

5) 2| | ( ) [ ( 1) ]nA a b a n b−= − + − 

6) 1( 3) (2 3) !n n n−− − 

|א.  (7 | 1A |1ב.  = | ( 1)nA n+= − 

8) 2| | 2 3nA −=  

9) 2| | ( 1) nA k k −= −  1המטריצה הפיכה אם ורק אם  וk    0וגםk =. 

10) 1 2| | ( 1) ( 1)n nA x n− −= − − 

11) 
1

1 ( 1)(2 1)
6

nD n n n= + + + 

2א.  (12 3

1 1 2 3, , 2n n nD aD bcD D a bc D a abc− −= − = − = − 

12.  1ב. 1n

nD += 21.  2ב. −

20 2 1D = − 

13) 
2

1

2

( 1) | | even
| |

( 1) | | odd

n

n

A n
B

A n
−


−

= 
 −

 

14) 
2

1

2

( 1)

( 1)

n

n n

n even
D

n odd
−


−

= 
 −

 

15) 

2

2

1

2

( 1) 2( 2)!

( 1) 2( 2)!

n

n n

n n even
D

n n odd

+

+


− −

= 
 − −

 

16) 
 

 

12

1

12

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

n

n

n n

n

b a b n a n even
D

b a b n a n odd

−

−

−


− − + −

= 
 − − + −

  

17) 

1

2

2
1

2

( 1)

( 1)

n

n n
n

n odd
D

n even

−

−
+ −


−

= 
 −

 

18) 
2

1 2 1

1

2
1 2 1

( 1) ( )( ) ... ( )

( 1) ( )( ) ... ( )

n

n n

n n

n n

a x a x a x a n even
D

a x a x a x a n odd

−

−

−


− − −   −

= 
 − − −   −
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 ת חישוב דטרמיננטה לפי משפטי דטרמיננטו

 שאלות

|,  3מטריצות מסדר   B- ו A  ן כינתו 1-2בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 : חשבו

1א.  (1 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (2 3| |TA B A−−   .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (3 )PQ APQ B− =. 

|:  הוכיחו | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (4 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|את   חשבו |B. 

 

2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (5 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את   חשבו |, | |A B. 

 

1  .1: הוכיחו (6 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (7

|- ש הוכיחו | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (8 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B הפיכה . 
 .nאת   ומצא

 

) :ןנתו  (9 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 :חשבו
det

3

n nB A−. 
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נתון   (10

a b c d

b a d c
M

c d a b

d c b a

 
 
− −

 =
 − −
 
− − 

. 

)הוכיחו כי   )
2

2 2 2 2det( )M a b c d= + + +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

ב.     4 א. (1
132 

 −112 .ב  −8 .א (2

 הוכחה. שאלת  (3

4) 
81

32
 

5) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

8) 7  

9) 4n 

 שאלת הוכחה.  (10

1
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 כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  ורפת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:   (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.   

 למערכת פתרון יחיד? kעבור איזה ערך של   . א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו    kהאם קיים   . ג
1

5
x =? 

- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידשאם למערכת   וחיהוכ .ד
x y z t r= = = =. 

 

A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

0Axאם למערכת ההומוגנית  . א 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז  = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  . ג ) 0AB x |-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.    − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה   ב. לא נכונה.  א. לא נכונה. (5

1
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)את הצמודה הקלסית  חשבו  1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA− : 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  וחשב .א )
1,5

adjA. 

):  וחשב .ב )1

1,5
A−. 

 

 כל איברי  אשר כ ,1- ווה לש Aהוכיחו שהדטרמיננטה של מטריצה הפיכה  א.  (5

     A 1- וA− .הם מספרים שלמים 
|שאם  הוכיחו ב.  | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים.הם  גם  −1Aאזי כל איברי      
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- שהוכיחו 

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)שגם  הוכיחו  )adj A   וגםTA.הפיכות 
 

A,  כי נתון (8 B ו  הפיכות -,C D  .לא הפיכות 
 ? האם המטריצות הבאות הפיכות

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

1
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2עבורם המטריצה   kאת ערכי   ומצא (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

 . לא הפיכה 

 

A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 את הטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 

  

1
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 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד

 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשבו   )A. 
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 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19
 את הטענות הבאות: הוכיחו 

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 ד (12

 שאלת הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 שאלת הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 שאלת הוכחה.  (19

1
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות 

 :שקדקודיהאת שטח המקבילית  וחשבא.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0): שקדקודיואת נפח המקבילון  וחשב .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)משוואת מישור העובר דרך הנקודות:    ומצא . ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1): שקדקודיואת שטח המשולש  וחשב .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 להשתמש בדטרמיננטות.  יש: בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.       =

1
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים

 שאלות

A3 מתקבלת ממטריצה Bאם  (1 3 , 7-בע"י כפל העמודה הראשונה, 

אז  adj A B :היא 

 .א
3

A 

 .ב
3

B 

 .ג
2

A B 

 .ד
2

A B 

  
2) ,A B  ,0מטריצות ריבועיות מאותו סדרB :אז , 

0ABאם  .א  ,0אזA . 

0ABאם  .ב ,  0אזA . 

0ABאם  .ג  , 0אזA . 

0ABאם  .ד  , 0אזA . 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

3) B  5מטריצה 3 ,A  3מטריצה 5:אז בהכרח , 

 .א   det detAB BA 

 .ב   rank AB rank BA 

 .ג   rank AB rank BA 

 .ד   adj AB adj BA 
 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

4) A  ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ-A  7ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 
 ע"י: adjA-מתקבלת מ adjBאז 

 .7הכפלת השורה הראשונה פי  .א
 .7ה פי הכפלת כל שורה פרט לראשונ .ב
 .7הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג
 .7הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד
 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

  

1
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A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n:אז בהכרח מתקיים . 

אם למערכת ההומוגנית  .א  0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, 

0Aאז בהכרח  . 

למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב  0AB x , 

אז למערכת ההומוגנית   0BA x  0-קיים פתרון שונה מ. 

0Axאם למערכת ההומוגנית  .ג  2-אז ייתכן ש ,קיים פתרון יחיד 0A . 

אם למערכת ההומוגנית  .ד  0tA A x  קיים פתרון יחיד, 

 תלויות ליניארית. Aאז השורות של 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

A,תהיינה  (6 B  4מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn :אזי בהכרח מתקיים . 

אם  .א  2rank A n ,  אז בהכרח  0adj A . 

אז בהכרח  ,סימטרית-אנטיAאם  .ב adj A סימטרית. -אנטי 

אם  .ג  0adj A ,  0אז בהכרחA . 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ד

 

 אתה (7 ijA a  3מטריצה ריבועית מסדרn , 1-כך שija i j  . 

 אז בהכרח מתקיים:

2A .א  

0A .ב  

 תלויות ליניארית.-בלתיAעמודות  .ג

 .ד  0adj A  

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

-ונניח ש ,5מטריצה ריבועית מסדר  A אתה (8 ( 1 )adj i A i  , 

 שווה ל: ההערך המוחלט של הדטרמיננטאז 

4 .א 2 

 3i .ב

 0 .ג

 .ד
2

8
 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה
  

1
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A,נניח  (9 B  מטריצות מסדר גודלn n  2המקיימות 2 nA AB I . 

 אז בהכרח מתקיים:

 הפיכה. B .א

0A .ב  

0ABxלמערכת  .ג  פתרון יחיד. 

AB .ד BA 

 תשובה אינה נכונה.אף  .ה

 

 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית  Gאם  (10

בהכרח  .א   det detA G  וגם   adj A adj G. 

בהכרח  .ב   det detA Gאך ייתכן ש ,   adj A adj G. 

-ייתכן ש .ג   det detA G אך בהכרח ,   adj A adj G. 

 אף תשובה אינה נכונה. .ד

 

תהי  (11 ijA a  2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-
1

ij

i i j
a

i j


 


. 

1לכל  ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n  

0A .ב  

 תלויות ליניארית.-בלתי Aעמודות  .ג

 .ד  0adj A  

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
 

A,יהיו  (12 B  מטריצות ממשיות מסדרn n:אז בהכרח מתקיים . 

אם למערכת ההומוגנית  .א  0AB x  0-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן שA . 

למערכת ההומוגנית  0-פתרון שונה מאם קיים  .ב  0AB x , 

0Axאז למערכת ההומוגנית   0-קיים פתרון שונה מ. 

0Axאם למערכת ההומוגנית  .ג  2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש 0A . 

אם למערכת ההומוגנית  .ד  0tA A x  קיים פתרון יחיד, אז השורות 

 תלויה ליניארית.-בלתי Aשל 

 אף תשובה אינה נכונה. .ה
  

1
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 תשובות סופיות

 ב (5 ד (4 ד (3 ב (2 ד (1

 ד (10 ד (9 ד (8 ב (7 א (6

    ד (12 ג (11

 

1
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נושאים במתמטיקה
פרק 10 - מרחבים וקטורים

תוכן העניינים

1. מרחבים ותת-מרחבים י 108

2. צירופים ליניאריים, פרישה ליניארית ותלות ליניארית י 112

3. בסיס ומימד, דרגה של מטריצה י 116

4. וקטור קואורדינטות ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס י 120
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 מרחבים- ותת מרחבים 

 ןסימו

nR-  ם הממשיים ממימדהווקטורישל כל  הווקטוריהמרחב  n   מעל השדה הממשיR. 

 nM R -  של כל המטריצות הריבועיות מסדר  הווקטוריהמרחבn  מעל השדה הממשיR. 

 nP R-  לשל כל הפולינומים ממעלה קטנה או שווה  הווקטוריהמרחב-n   מעל השדהR . 

 F R-  של כל הפונקציות הממשיות  הווקטוריהמרחב( ):f R R→  מעל השדהR. 

 

 

 שאלות 

 : 3Rמרחב של  -תת Wהאם בדקו  1-7בשאלות 

1) {( , , ) | 0}W a b c a b c= + + = 

 

2) {( , , ) | }W a b c a c= = 

 

3) {( , , ) | 3 }W a b c a b= = 

 

4) {( , , ) | }W a b c a b c=   

 

5) 2{( , , ) | }W a b c a c= = 
 

6) {( , , ) | }W a b c c b b a= − = − 

 מהווים סדרה חשבונית.  c-ו a ,b ,כלומר
 

7) 2{( , , ) | , }W a b c b a q c a q= =  =  

 מהווים סדרה הנדסית.  c-ו a ,b ,כלומר
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מרחב של  -תת Wהאם בדקו  8-15 בשאלות nM R : 

8) W  ,מורכב מן המטריצות הסימטריות. כלומר{ | }TW A A A= =. 
 

9) W  מורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה נתונהB. 
}כלומר,  | }W A AB BA= =. 

 
10) W  .מורכב מכל המטריצות שהדטרמיננטה שלהן אפס 

} כלומר, | | | 0}W A A= =. 
 

11) W 2 ששוות לריבוע שלהן. כלומר,  מורכב מכל המטריצות{ | }W A A A= =. 
 

12) W  .מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליונות 
 

13) W  מורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה נתונהB  .הוא אפס 
} כלומר, | 0}W A AB= =. 

 
14) W קבה שלהן אפס. כלומר, מורכב מכל המטריצות שהע{ | ( ) 0}W A tr A= =. 

 
15) W  .מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס 

 

 

מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  16-21 בשאלות nP R: 

16) W  כשורש. כלומר,  4מורכב מכל הפולינומים בעלי{ ( ) | (4) 0}W p x p= =. 
 

17) W  .מורכב מכל הפולינומים בעלי מקדמים שלמים 
 

18) W   4מורכב מכל הפולינומים בעלי מעלה. 
}כלומר,  ( ) | deg( ) 4}W p x p= . 

 
19) W   מורכב מכל הפולינומים בעלי חזקות זוגיות בלבד שלx. 

 
20) W  מורכב מכל הפולינומים ממעלהn,  4כאשר 7n . 

 

21) { ( ) | (0) 1}W p x p= = 
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מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  22-30בשאלות  F R: 

22) W  .מורכב מכל הפונקציות הזוגיות 
}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − = . 

 
23) W  .מורכב מכל הפונקציות החסומות 

}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) }W f x f x M=  . 

 
24) W  .מורכב מכל הפונקציות הרציפות 

 
25) W  .מורכב מכל הפונקציות הגזירות 

 
26) W  .מורכב מכל הפונקציות הקבועות 

 

27) 
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

 הנח ש(-f [0,1]-אינטגרבילית ב.) 

 

28)  ( ) | '( ) 0W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

29)  ( ) | '( ) 1W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

30)  ( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = + 

 

)האם בדקו  (31 ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = =  : 3Cמרחב של  -תת הוא  +

 .  מעל השדה הממשי . א

 .  מעל שדה המרוכבים .ב
 

נתונה המטריצה  (32

0 0 0 1 1

0 0 0 1 3

0 0 0 1 1

1 1 1 1 1

1 3 1 1 1

A

 
 

− 
 = −
 

− − − 
 − 

. 

Axכך שלמערכת , b  וקטור ומצא . א b= .אין פתרון 
Axכך שלמערכת  , b קטוריםומהי קבוצת כל הו .ב b= ?אין פתרון 

 ?5Rמרחב של - האם הקבוצה מסעיף ב' מהווה תת  . ג
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 .F מעל שדה ,4-מרחב הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל V יהי (33

 עבורו הקבוצה, k מצאו תנאי על . א | (0) (1) (2)W p V p p p k=  = = = ,

 .V  מרחב של- הינה תת
 . W שפורשים את, V- פולינומים ממצאו קבוצה סופית של  .ב

 
 .'בסיס ומימד למרחב הפתרונות של מערכת משוואות הומוגנית'קודם על הנושא  ורהערה: לפתרון סעיף זה עב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 כן (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 כן (9 כן (8 לא  (7 כן (6

 כן (15 כן (14 כן (13 כן (12 לא  (11

 לא  (20 כן (19 כן (18 לא  (17 כן (16

 כן (25 כן (24 כן (23 כן (22 לא  (21

 כן (30 לא  (29 כן (28 לא  (27 כן (26

    ב. לא א. כן (31

u(1,0,0,0,0)א.  (32 = 
 ג. לא.  

ב.   1 2 3 4 5 1 2 3( , , , , ) | 2 0B b b b b b b b b= − + +  

0kא.  (33 ב.   = 2 3 2 42 3 ,6 7W span x x x x x x= − + − + 
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 ליניאריתתלות ו  פרישה ליניארית צירופים לינאריים, 

 שאלות 

      ם הבאים:  הווקטורינתונים  7-1 בשאלות

  1 2 3 4(4,1,1,5), (0,11, 5,3), (2, 5,3,1), (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = − 

 

 ?4uהוא צירוף לינארי של  1u. האם  א (1

}4-שייך ל 1uהאם ב.  }Sp u? 

האם הקבוצה ג.  1 4,u u  ליניאריתתלויה ? 

 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  3u. האם  א (2

. האם ב
3u שייך ל-

1 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 3, ,u u u  ליניאריתתלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכצירוף לינארי של  כל וקטור בקבוצהרשמו  ,במידה וכן    
 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  4u. האם  א (3

1-שייך ל 4u. האם ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 4, ,u u u ליניארית תלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכל וקטור בקבוצה כצירוף לינארי של רשמו  ,במידה וכן    
 

,4,12)נתון  (4 , 2 )v k k= −. 

 vקטור ועל מנת שהו ,kמה צריך להיות ערכו של א. 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

 v שהווקטורעל מנת  ,kמה צריך להיות ערכו של ב. 

1-ל יהיה שייך   2{ , }Sp u u? 

על מנת שהקבוצה  ,kמה צריך להיות ערכו של ג.  1 2, ,u u v 

 ?ליניארית תהיה תלויה  

 

)נתון  (5 , , , )v a b c d=. 

,מה התנאים על  א.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

,מה התנאים על ב.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 1-יהיה שייך ל 2{ , }Sp u u? 

,מה התנאים על ג.  , ,a b c d,  על מנת שהקבוצה 1 2, ,u u v 

 ?ליניארית  תלויה תהיה 
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) הווקטוראת  ועיהב (6 )10,8,0,14v כצירוף לינארי של  =
1u, 

2u 3-וu. 

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

) הווקטוראת  ועיהב (7 )7,10, 2,11v =  . 4u-ו 1u, 2u,  3uכצירוף לינארי של  −

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת
 

 נתונות המטריצות הבאות:  (8

    
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       
− −       

 

מעל   ליניארית האם המטריצות תלויות  וקבד . א
2[ ]M R. 

כל אחת מהמטריצות כצירוף לינארי  רשמו  ,במידה והמטריצות תלויות .ב
 של יתר המטריצות. 

- שייכת ל Aהאם המטריצה  . ג ,Sp B C? 

 

נתונים הפולינומים הבאים:  (9
2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +
. 

]3מעל   ליניארית האם הפולינומים תלויים  וקבד . א ]P R. 

כל פולינום כצירוף לינארי רשמו  ליניארית,במידה והפולינומים תלויים  .ב
 שאר הפולינומים.  של

- שייך ל 2pהאם הפולינום  . ג 1 4,Sp p p? 

 

,איזה ערכים של   בורע (10 ,a b c, ליניארית:ם הבאים תלויים הווקטורי 

       ( ,2,4),(2.4, ,2),( , ,6),( ,2, )c a c b b a 

 

ם הווקטורינתון כי קבוצת  11-13בשאלות  , ,u v w  ב ליניארית  תלויהבלתי-[ ]V F. 

 , ליניאריתהאם הקבוצות הבאות תלויות  וקבד
 ם האחרים:הווקטורישל   כל וקטור כצירוףרשמו כן  ובמידה ו

11)  , , 2u v u w u v w− − + − 

 

12)  2 3 , 4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + + 

 

13)  , ,u v v w w+ + 
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ם  הווקטוריהאם  וקבד 14-15בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 : 3C-ב ליניארית תלויים 

 .  מעל (14

 

 .  מעל (15

 

V-נתבונן ב (16 R= כמרחב וקטורי מעל השדה Q. 

הוכיחו כי הקבוצה  1, 2,  .Q כשהוא מרחב וקטורי מעל, R-היא בת"ל ב 3

 

mתהי  (17 nA  1שעמודותיה  ,מטריצה 2, ,... nA A A. 

 הוכיחו את הטענה הבאה:

Axלמערכת   b= יש פתרון אם ורק אם  1 2, ,..., nb span A A A. 

 

 :4Rקבוצות של  - תת  3 להלן (18

      

 

 

 

(1, 2, 2,1), (1,1, 1, 1), (0,0,1,1)

(1,1,0,0), (1, 2,1,0), (1,3,3,1)

(2,3,1,0), (1, 2,1,0), (1, 4,3,1)

U span

W span

V span

= − −

=

=

  

Uהאם  . א W=? 

Uהאם   .ב V=? 
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 תשובות סופיות 

 ג. לא.   ב. לא.  א. לא.  (1

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (2 3 2 2 1 32 , 2u u u u u u= + = −. 

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (3 4 2 2 4 14 , 4u u u u u u= − = −. 

4kא+ב+ג.   (4 = − 

5) 5 3 , 4 13 , 7 , 7a t s b t s c s d t= + = − = = 

6) 1 2 32v u u u= +  .אינסוף,  +

7) 1 2

7 3

4 4
v u u=  . אינסוף, +

2Aכן. ג.   המטריצות תלויות. א.  (8 B C= + 
2ב.   , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25A B C B A C C A B D A B= + = − = − = + 

2ג.   א. הפולינומים תלויים.  (9 4 14p p p= − 

1ב.   2 3 2 1 3 3 1 2 4 1 22 , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25p p p p p p p p p p p p= + = − = − = + 

,לכל ערך של  (10 ,a b c. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (11 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (12 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

 בלתי תלויים ליניארית.  (13
 תלויים.  (14
 בלתי תלויים ליניארית.  (15
 הוכחה.שאלת  (16
 הוכחה.שאלת  (17
 לא.ב.   כן.א.  (18
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 , דרגה של מטריצהבסיס ומימד

 שאלות 

 :3R- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (1

,(1,0,1)} . א (0,0,1)} 

,(1,1,2)} .ב (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1)} 

,(1,2,3)} . ג (4,5,6), (7,8,9)} 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (2 2[ ]xM R: 

 . א
1 2 5 6 9 1

, ,
3 4 7 8 2 3

      
      
      

 

 .ב
1 2 5 6 9 1 5 6 5 16

, , , ,
3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

          
          
          

 

 . ג
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
1 1 1 1 1 1 0 1

        
        
        

 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (3 ( )P R: 

1}2 . א , 2 3}x x x+ + + 

2 .ב 2 2{1 , 2 3,2 4 , }x x x x x x x+ + + + − 

2 . ג 2 2{1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 }x x x x x x+ + + + + + 

 

3R :-נתונה קבוצת וקטורים ב (4 (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),(2,3,4)T =. 

 ?3R- לבסיס  Tהאם  . א

 ,שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים ,T'קבוצה מצאו   .ב
 . T-ליניארית בבלתי תלויה 

 .3R לבסיס של T'את  ימוהשל . ג
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 מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית 

 הומוגניות: מערכות של משוואות  3להלן  (5

1 .

2 0

3 7 4 0

5 3 15 6 0

x y z w

x y z w

x y z w

+ − + =


− + + =
− + − − =

  2  .

0

2 0

3 3 0

x y z w

x z w

x y z w

− + + =


+ − =
 + + − =

 3 .
0

2 2 2 2 0

x y z w

x y z w

− + + =


− + + =
 

 . 1את המרחב הנפרש ע"י מערכת המשוואות  W- בנסמן 
 . 2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U- בנסמן 

 . 3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V- בנסמן 
 .V-ו W ,U- לבסיס וממד מצאו 

 

נתון  (6 4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d=  = =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (7 4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c=  = + = +. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (8 4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v=   − − =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (9 2 2[ ] | T

xU A M R A A=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

2 נתון (10 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
xU A M R A

 −    
=   =    

     

. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

 נתון (11 3( ) [ ] (1) 0|U p x P R p=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
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 מרחב -תתמציאת בסיס וממד ל

     :4R שני תתי מרחבים של המרחבלהלן  (12

    
 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −
 

   .U- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  . א

   .V- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  .ב

 

2  מרחב של המרחב- תת להלן  (13 2[ ]xM R: 

      
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −      

=       
− − −      

 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

]3  מרחב של המרחב- תת להלן  (14 ]P R: 

    2 3 2 3 2 31 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + − 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

 מטריצה מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת 

 של המטריצה,  בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודהמצאו  16-15בשאלות 
 : (rank) את דרגת המטריצה נווציי

15) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

 

16) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 לא. ג.   לא.ב.   לא. א.  (1
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (2
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (3

)ב.    א. לא.  (4 ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6T )ג.   = ) ( ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6 , 0,0,1T = 

)בסיס:   - Wא.  (5 ) ( ) 1.5,2.5,1,0 , 1.5, 0.5,0,1− −  . 2, ממד: −

       U -  :בסיס( ) ( ) 2, 1,1,0 , 1,2,0,1−  . 2, ממד: −

      V -  :בסיס( ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 , 1,1,0,0−  . 3, ממד: −

)בסיס:   (6 ) ( ) 0,1,0,1 ,  .2, ממד: 1,0,1,0

)בסיס:   (7 ) ( ) 1,1,0,1 , 2, 1,1,0−  .2, ממד: −

)בסיס:   (8 ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 ,  .3, ממד: −1,1,0,0

בסיס:   (9
0 0 0 1 1 0

, ,
0 1 1 0 0 0

      
      
      

 .3, ממד: 

בסיס:   (10
0 0

0 0

  
  
  

 .0, ממד: 

)בסיס:   (11 ) ( ) ( )( ) 3 2

1 2 31 , 1 , 1p x x p x x p x x= − + = − + = −  .3, ממד: +

)א. בסיס:   (12 ) ( ) 1,1, 1,2 , 0, 4,10, 2− −  . 2, ממד: −

)ב. בסיס:  ) ( ) ( ) 1, 1,1,1 , 0, 1,1, 2 , 0,0, 2,5− − −  . 3, ממד: −

בסיס:   (13
1 1 0 3

,
1 2 3 7

 −   
    
− −    

 .2, ממד: 

בסיס:   (14 2 3 2 31 2 , 3 3 7x x x x x x+ − + − +  .2, ממד: −

)מרחב שורה: בסיס:   (15 ) ( ) 4,1,1,5 , 0,11,  . 2, ממד: −5,3

מרחב עמודה: בסיס:  

4 0

0 4
,

2 2

1 1

    
    
     
   − 
        

 . 2, דרגה: 2, ממד: 

)מרחב שורה: בסיס:   (16 ) ( ) ( ) 1,2,1,3,5 , 0,11, 5, 4 , 0,0,0,1,1−  . 3 , ממד:−

מרחב עמודה: בסיס:  

1 0 0

2 1 0
, ,

1 3 16

2 7 37

      
      
       
     − − 
      −      

 . 3, דרגה: 3, ממד: 

1
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 ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס  וקטור קואורדינטות 

       : 3Rנתונים שני בסיסים של   (1

   
1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד
2B   לבסיס

1B. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

 

]2נתונים שני בסיסים של   (2 ]P R: 
2 2 2 2

1 2{1 , , } , { 1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +. 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

  

1
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נתונים שני בסיסים של   (3
2[ ]M R: 

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

 

 .Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
B

v . 

 .Eאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
E

v . 

 .Eלבסיס   Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

-מטריצה זו בסמנו 
E

B
M  . 

 

 . V בסיס של B מרחב וקטורי ויהי V יהי (4

 קטוריםוכי הו וחיהוכ 1 2, ,..., mu u u  ,בת"ל 

 ,הקואורדינטות שלהםוקטורי  אם ורק אם  

B,   לפי הבסיס 1 2[ ],[ ],...,[ ]mu u u, .הם בת"ל 

 כיצד השתמשנו בטענה זו רבות במהלך הקורס.  וריהסב
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
 

  =   
 − − 

 ה. הוכחה.  

)א.  (2 ), ,a b a c c− )ב.   − ), ,a b c a b− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

)א.  (3 ), , ,x y x z y x t z y x− − + − + )ב.   − ), , ,x y z t  .ג

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

 
 
−
 
 −
 
− − 

 

 שאלת הוכחה. (4

1
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1. כללי  י (ללא ספר)
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נושאים במתמטיקה
פרק 12 - מספרים מרוכבים ופתרון משוואות פולינומיאליות

תוכן העניינים

1. חילוק פולינומים י 122

2. פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה י 123
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 חילוק פולינומים

 שאלות

 : ים הבאיםיעד כמה שניתן את השברים האלגבר  מוצמצ

1) 
3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 2) 

4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
  

3) 
24 1

2

x x

x

+ −

−
 4) 

2 5 14

2

x x

x

− −

+
 

5) 
3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −

−
 6) 

4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −

+
 

7) 
3 24 9

3

x x

x

− +

−
 8) 

3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 1x +  

2) 0 

3) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

4) 7x− 

5) 2 2 5x x+ + 

6) 3 22 5 1x x x− + − 

7) 2 3x x− − 

8) 2 4x − 

1
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 פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ופתר

1) 4 3 23 15 19 30 0k k k k+ − − + = 

 

2) 3 22 3 20 0k k k+ − + = 

 

3) 5 4 3 23 2 2 3 1 0k k k k k+ + − − − = 

 

4) 3 26 12 8 0k k k− + − = 

 

5) 6 4 23 3 1 0k k k− + − = 

 

6) 3 2 1 0k k k− + − =  

 

7) 4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 3 41, 2, 3, 5k k k k= = − = = − 

2) 1 2,34, 1 2k k i= − =  

3) 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1k k k k k= =− = − = − = − 

4) 1 2 32, 2, 2k k k= = = 

5) 1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1 1 1k k k k k k= = − = = − = = − 

6) 1 2,31,k k i= =  

7) 1 2 3,41, 2, 2k k k i= = =  

1
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